Solutionnaire du chapitre 4

1.1 Au point (0,0), la fonction z=2x—-5y+2 vaut

z=2-0-5-0+2
=2
Au point (2.3), la fonction vaut
7=2-2-5-3+2
=-9

La variation de la valeur de la fonction est
Az=-9-2=-11

La distance entre les points est

Le taux de variation moyen est

Az 3 0509

As 13

1.2 Au point (-1,1), Ia fonction z=5x>y* +2xy+5 vaut

z=5(=1)"(1)" +2-(-1)-(1)+5
=8

Au point (1.-1), la fonction vaut

z=5(1)"(=1)" +2-(1)-(-1)+5
=8

La variation de la valeur de la fonction est
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Az=8-8=0

Peu importe la distance entre les points, le taux de variation moyen est

a_0
As As
1.3 Au point (0,0), la fonction z= X+ y2 vaut
7=0"+0"

=0

Au point (-1,-1), la fonction vaut

z=(-1)"+(-1)’
=2

La variation de la valeur de la fonction est
Az=2-0=2

La distance entre les points est

Le taux de variation moyen est

A_2_ ot
As

ey

2.1
A f :(6()C+Ax)2 +3(x+Ax)y+y2)—(6x2+3xy+y2)

:(6x2 +12xAX+6(AX)2 +3xy+3yAx+ yz)—(6x2+3xy+y2)

= 12xAx+6(Ax)’ +3yAx
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A.f 12xAx+6(Ax) +3yAx

Ax Ax
=12x+6Ax+3y
lim Af =12x+3y
A—0 Ax

A f :(6x2 +3x(yJrAy)Jr(waAy)z)—(@c2 +3xy+y2)
= (6)52 +3xy+3xAy +y* Jr2yAy+(Ay)2)—(6x2 +3xy+ yz)
= 3xAy+2yAy+(Ay)2
2
A f _ 3xAy +2yAy +(Ay)

Ay Ay
=3x+2y+Ay

A
lim ——=3x+2y
Ay—0 Ay

2.2
A f= (()C+A)c)3 yz)—(x3y2)
=((x + 30 Ar+3x(Ax) +(Ax)') *) - (#'5?)
=Xy 4367y’ Ax +3xy% (Ax)” + y° (Ax)3)—(x3y2)
=3x%y?Ax+3xy* (Ax)” + y* (Ax)’
A f _ 3x*y*Ax+3xy° (Ax)2 +y° (Ax)3

Ax Ax
=3x"y* +3xy’Ax + y’ (Ax)

2

AS 220

N ==Xy
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(y+8y)")=(x'y?)

A f=(2(
( Y2 +2yAy+(Ay)’ ))—(x3y2)
(

3.2

Xy +2x° yAy + x° (Ay)z)—(x y )

2x° yAy + x° (Ay)

2
Af _ 2x° yAy + x° (Ay)
Ay Ay
=2xy+x’Ay

f =2xy
Ay—0 Ay

2.3
A f =(sin(x+Ax+y))—(sin(x+y))
= (sin(x+ y)cos Ax+cos(x+y)sin Ax)—(sin(x+ y))
=sin(x+y)(cos Ax—1)+cos(x+ y)sin Ax

A.f =sin(x+y)(cosAx—1)+cos(x+ y)sinAx

Ax Ax
. cos Ax—1 sin Ax
=sin(x+y)———+cos(x+y)
cos Ax—1 sin Ax
=sin(x+y) lim +cos(x+y)lim
Ax—0 A_x Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Avec la regle de I’Hospital pour les deux limites, on a

ﬂ:sin(x+ y)gn})_snlle+COS(x+ y)grr%)cosle

lim
Ax—0 A_x
=sin(x+y)-0+cos(x+y)-1

=cos(x+y)
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A, f =(sin(x+Ay+ y))—(sin(x+y))
= (sin(x+ y)cos Ay +cos(x+y)sin Ay)—(sin(x+y))
=sin(x+ y)(cosAy—1)+cos(x+ y)sin Ay

A =sin(x+y)(cos Ay —1)+cos(x+ y)sin Ay

Ay Ay
. Ay—1 in A
=s1n(x+y)cos—y+cos(x+y)Sln Y
Ay Ay
. Ay—1 . sinA
limLzsin(x+y)hmcos—y+cos(x+y)hm Snay
Ay—0 Ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Avec la regle de 1I’Hospital pour les deux limites, on a

. : . . —sinA . A
lim —— =sin(x+y) lim o y+cos(x+ y) lim oSy
Ay—0 Ay Ay—0 1 Ay—0 ]

=sin(x+y)-0+cos(x+y)-1

=cos(x+y)

3.1

8(2x4y3 —xy2+3y+7)

Q3.3 .2
ox =80y -y
a(2X4y3_xy2+3y+7)=6x4y2—2xy+3
dy
3.2
8((x2+y2)4)
T=4(x2+y2)32x
:8)c(x2+yz)3
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3.5
8(arcsin(uv)+arccos(u2v2)) 1 1
= V- 2uv’
ou \/l—uzv2 \/1—u4v4
_ v 3 2uv’
\/1—u2v2 \/1—u4v4

0 (arcsin (uv) +arccos(u2v2)) 1 1
= u— 2u’v
ov V- 1-u?
u 2u’y

- \/l—uzv2 _\/1—u4v4

3.6

v~

Ll T
()
M _5cosh (Ljsmh (L) o

ds s s

S2
= _—er cosh (LJ sinh (LJ
K K S

v | N

3.7

a(exy;(xy)) _ a(;:)ln(xy)w” a(ma(xxy))
=e” - yln(xy)+e”%

= ye” In(xy)+ 1 e”
x
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3.8

3.9

Version 2025

College Mérici, Québec

= ln(xy)+exy —a(ln(xy))

4-Les dérivées et les fonctions de plusieurs variables 8



Luc Tremblay College Mérici, Québec

3.10

0 (artanh (3u+2v)) _ 1 ()
du 1-(3u+2v)°
B 3
C1=(Bu+2v)
o (artanh (3u +2v)) _ 1 2)
v 1-(3u+2v)°
_ 2
C1=(Bu+2v)

3.11 On a

du _ d(cos xcosh y+sinxsinh y)

= =—sin xcosh y+cos xsinh y
ox ox

dv _ d(cosxcosh y—sin xsinh y)
ay dy

= cos xsinh y —sin xcosh y

On voit donc que

ou_av
dx dy

3.12 a)

oT B(TO +Ae™ sin(i—’;t—ﬂx+7r))
R ot
d(sin (21— Ax+7))

ot

_ —Ax 2z 2z
= Ae COS(mf—/ﬁi.X‘i'ﬂ')‘m

— Ae—ﬂx

A 9 h le matin 2 une profondeur de 2 m, la valeur de cette dérivée est
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ar _

ot
=10°C- ¢ *" cos (22 -9h—0,4m™ - 2m+ 1) 2

—Ax 27 27
Ae COS(mt—lX‘l‘ﬂ')'m

24h 24h

=10°C- ™" -2 cos (£ -0,8+7)

=1,1763--0,0146
=—0,01718C

Cela signifie qu’a une profondeur de 2 m et a 9 h de matin, le sol a cette position se
refroidit au rythme de 0,01718 °C/h.

b)
oT B(T()+Ae‘ﬁ"sin(%t—/1x+n'))
N ox
—Ax a . 27”1‘_2{ i
:Aae Sin(%t—ﬂx+7{)+Ae—ﬂx (Sm(24ha X ))
* X

=Ae™™ (-A)-sin(Z&t—-Ax+7)+Ae ¥ cos(ZEt—Ax+7)-(-A)
A 9 h le matin a une profondeur de 2 m, la valeur de cette dérivée est

aa_T =10°C-¢ "2 (=0.4m" ) sin (25 -9h—0.4m™ - 2m -+ 7)
X

+10°C " " cos (2&-9h—0,4m™" - 2m+ )+ (0, 4m™)
=—4Ce"" 5in(£-0,8+7)-4C " cos (£ -0,8+7)
=—4Ce™ . (sin(£-0,8+7)+cos(£-0,8+7))
= —4C 0% (~1,0145)
~1,8233C

Cela signifie qu’a une profondeur de 2 m et a 9 h de matin, la température augmente
au rythme de 1,8233 °C/m quand on s’enfonce dans le sol.

4.1

dz a(xy4—x2y2+3y2+7)
ox ox
=yt -2y’
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dz 8(xy4—x2y2+3y2+7)
dy ox
=4xy’ —2x’y +6y

0’z _ a(y4—2xy2)

ox* ox

2

:—2y

3’z a(4xy3 —2x2y+6y)

oy’ - ox
=12xy* —=2x* +6

oz 9(y'-2x7)

0xdy - dy
=4y’ —dxy

ox ox
_ox’ G, 0(x+y)”
= (x+y) +x =
. 2x 3 x°
x+y (_x+y)2
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ox’ ox
-1 a 2 B a -2
:a(Zx)(x+y)_1+2xa(x+y) - (x)(x+y)2—x2—(x+y)
ox ox ox ox
:2()c+y)_l—2x(x+y)_2—2x(x+y)_2+2x2()c+y)_3
2 4x 2x7

= - >t 3
x+y (x+y) (x+y)
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4.3
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3 2x_ X
azz xX+y (x+y)2

0xdy - dy
8(x+y)_1 28()c+y)_2

) _
x 5 x 3
=-2x(x+ y)_2 +2x7 (x+ y)_3

2x 2x°
=— +

(x+ y)2 (x+ y)3

College Mérici, Québec
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ox’> ox
_ 1 9(-sinx)
_7 ox
1
—7-—cosx
_ —CoSX
y2
a(—Zcosxj
9’z y’
A dy
:—2(:osxay_3
dy
=6cosx-y*
__6cosx
y4
—sin x
0’z 8( y: j
oxdy dy
:—sinx(—?;y2
=2sinx-y~
_ 2sinx
y3
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oz _ d(xsinh(xy))
ox ox

= %sinh(xy)+x—a sinh (xy)

ox ox
= sinh (xy)+ xcosh (xy)- y

= sinh (xy)+ xy cosh (xy)

%: a(xsinh(xy))

dy ox

xasinh(xy)
dy

= x-cosh (xy)- x

= x*-cosh(xy)

3%z 9(sinh(xy)+xycosh(xy))

a ox
d(sinh d(cosh
_ (sin (xy))+a(xy)cosh(xy)+)g; (cosh(xy))
ox ox ox
=cosh(xy)-y+ ycosh(xy)+xysinh(xy)-y

=2ycosh(xy)+xy’ sinh (xy)

927 8(x2 -cosh(xy))
oy’ - dy
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9z a(x2 -cosh(xy))
oxdy ox

ox’ , dcosh (xy)

:¥cosh(xy)+x o

=2xcosh (xy)+x*sinh(xy)-y
= 2xcosh (xy)+x”ysinh (xy)

4.5

of 8(xy+exy +lnxy)

ox ox
:y+e’°’-y+l
Xy

1
=y+ye" +—
X

Xy l
5 f :8(y+ye +xj
0xdy dy

=1+e" +ye” - x

=1+e" +xye”

’f 8(1+e’°’ +xye’°’)
9> xdy ox

=0+e" - y+ ye” +xye” -y

=2ye” +xy’e®
= ye® (2+xy)

4.6
v d(2Asin (kx)cos(ar))
ox ox
=2 Ak cos (kx)cos(ar)

College Mérici, Québec
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v _ 0(2Ak cos (kx)cos(ar))

o> ox
= —2Ak? sin (kx) cos (ar)

av_9(24sin(kx)cos(ar))
o ot
= —2Awsin (kx)sin (ar)

Py d(—2Awsin (kx)sin (ar))

at2 - at
= —2A®’ sin (kx) cos (o)
On a alors
2 N2 2
= —2Ak? sin (kx) cos (ar)
_
ox’

4.7

g 3{(sina)(cosby)e )
A ox
= a(cos ax)(coshy) eV

T

ax2 = a.x

=—a’ (sinax)(coshy)e
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aw 8((sin ax)(cosby)e‘“"2+bzz)
dy dy
= —b(sin ax)(sinby) e

3w © (—b (sinax)(sinby)e ™"+’ )

> dy
= —b* (sinax)(cosby)e V"
S 8((sinax)(cosby)e‘“"z”zz)

B 0z
= —Ja* +b* (sinax) (cosby) e V™

Pw 8(—\/612 +b* (sin ax)(cosby)e‘mz)

0z’ 0z
2 2,32
:(\/a2 +b2) (sinax)(cosby)e ™+

(a® +b?)(sinax)(cosby) e V"

Si on additionne les 3 dérivées d’ordre 2, on a

’w d*w 9w

—~a*+b*z
+ + = e
axz ayZ aZZ )

—a’ (sin ax)(cos by

' +b'z | (a2 +b? ) (sinax)(coshy)e Va+b%z

)e—mz

—b*(sinax)(cosby)e

=(-a’=b*+a’ +b”)(sin ax)(cos by
0

5.1
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df =
5.2
5.3
Version 2025
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o —dx+— f
ox ay
8(8x y —4xy3+3xy2+10) 8(8x2y3—4xy3+3xy2+10)
dx+ dy
ox dy

= (16xy3 -4y’ +3y2)a’x+(24xzy2 —12xy° +6xy)dy

of f
df =—dx
/= ox +8y
(5, 15
_ x+y d+ xX+y dy
ox dy
-1 -1
= %(x+y)_l+x—a(x+y) de+x—8(x+y) dy
X X dy

=((x+ y)_1 —x(x+ y)_z)dx—x(x+ y)_2 dy

(
:[ I x z]dx— X _dy
x4y (x+y) (x+y)

| oxty o x PR o
(x+y) ()c+y)2 (x+y ?
_Xty-x X _dy
(x+y) (x+y)
S A NI >dy
(x+y) (x+y)
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of f
df =—dx+—
/= ox ay
a(cosicyj a(cosicy)
Xy XYy
= dx + d
ox gy dy Y
-1_.-2 -1_.-2
= acosxyx_ly_2+cosxy ox”y dx + 0.cos xy x_ly_2+cosxyax J dy
ox ox dy dy
:(—sin(xy)-y-x’ly_z—cos(xy)-x’zy_z)dx+(—sin(xy)-x-x’ly’z+cos(xy)-x_l(—2)y’3)dy
_ _sin(xy)_cosz(x;y) Jes _sin(zxy)_Zcos(;cy) oy
Xy Xy y Xy
54
of of
df =—dx+—dy
V= ox dy
8( tanh(xzyz)) 8( tanh(xzyz))
= dx+ dy
ox dy
1 2 2\\ V2 2(.2.2 2 1 2 2\ 2 2(.2.2 2
2(tanh( )) -sech (x y )2xy dx + 2(tanh( )) -sech (x y )2x y |dy
sech’ (x°y’ sech” (x°y’
tanh( : 2) tanh( : 2)
sech” (x°y’
_ Y [y )(ydx+xdy)
tanh(xzyz)
6.1 L’approximation est
of of
Af =—Ax+—Ay
/= ox dy
(x’y’ —4x’y> +3xy+7 o(x*y’ —4x’y> +3xy+7
:(xy X"y~ +3xy X)Ax+ (xy Xy +Ixy X)Ay
ox dy

= (2xy3 —8xy’ +3y+7)Ax+(3x2y2 —8x2y+3x)Ay

Avec les valeurs des points, on a
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Af =(22-(3)"-8-2:(3)’ +3-3+7)0,002+(3-(2)2 -(3)"-8-(2)* -3+3-2)(—o,003)
= (108—144+9+7)0,002 + (108 —96 + 6) (~0,003)

= (~20)0,002+(18)(~0,003)
= 0,094

6.2 L’approximation est

of f
Af =—Ax+—
/= ox +ay &y
a(sinh 2x+3y) a(sinh 2x+3y)
= Ax+ Ay
ox dy

=(cosh 2x+3y %(2x+3y)‘”2 (2))Ax+(cosh 2x+3y %(2x+3y)‘”2 (3))Ay

_coshy/2x+3y

2Ax+3A
2{2x+3y ( ))

Avec les valeurs des points, on a

ap =SOMNZ 34315 6 0143.0,02)
2723431

= C"Sll‘/§(0,02+0,06)

29

_cosh3

(0,08)

=0,1342

631 approximation est

afo+ai
ox dy
:8(xy+xz+yz)Ax+8(xy+xz+yz)Ay+8(xy+xz+yz)
ox dy 0z

=(y+z)Ax+(x+z)Ay+(x+y)Az

Af =

Az

Avec les valeurs des points, on a
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Af = (1+1)-(=0,01)+(1+1)-0,03+(1+1)-(~0,03)
=—0.02+0,06-0,06
=—0,02

6.4 La vitesse de I’onde dans la premiere corde est
|F,
y= |-L
u
_ | 500N
0,044

=111,802

La différence de vitesse peut étre approximée avec

:iAFT +ﬂ
oF, ou
o. o. |

=2 AF, +—-
OF, " Qu A

1 1
2 2
2\u ) u 2\ u u

A2 o
2\ p % M

Av Au

Avec les valeurs, on a

1
2 —
Av=—| 20N L (caw)+| 20N (0,00142)
210,04% | | 0,04% (0.04%)

_ %(12500%)_; (<5022 -312,52)
— 1,62

La vitesse de I’onde dans la deuxiéme corde est donc
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v=111,802-1,622
=110,182

(La vraie vitesse est 110,21 m/s).

6.5 La variation de pression peut étre approximée avec

AP =a—PAn +a—PAT+a—PAV
on oT aV

RT nT nRT

=—An+—AT ———AV
% %
Avec les valeurs, on a
g -8.31-L Smol-8,31-1—-300K
AP=8’31'"01‘K ;SOOK (O,Olmol)+5m01 8’33,1101'1( (-1°C)— mo mol K 0,03n°
2,5]’}1 2,5m (2,5m3)

=9,972Pa—16,620Pa —59,832Pa
=—66,480Pa

7.1 a) La grandeur de I’hypoténuse est

L=x"+y’
= J(6,78¢m)’ +(11,96cm)’
=13,7481cm

L’incertitude sur I’hypoténuse est

oL

dy

oL

0x

AL =|=| Ax+|=| Ay

-1/2

:%(x2 +y? )_1/2 2XAX+%(X2 + yz) 2yAy

%(XAX'F yAy)
X +y

Avec les valeurs, on a
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AL = ! (6,78cm-0,0Scm+11,96cm-O,10cm)

J(6,78cm)” +(11,96¢m)’
=0,112cm

La longueur de I’hypoténuse est donc

L=(13,75+0,11) cm

b) L’angle est

@ = arctan Y

X
11,96¢cm

6,78cm
=60,4515°

= arctan

L’incertitude sur I’angle est

20

dy

ao =22

Ax+
ox

Ay

L =y, L1

EOE O
1

X

y 1
= Ax+—A
(i)

Le(2)

Avec les valeurs, on a

ap=— 1| HI0m 4 osems— L 0.1em
1+(ﬂ) (6,78cm) 6,78cm

6,78

=0,006751rad
=0,3868°

L’angle est donc

0= (60,45 +0,39)°

b) L’aire est

Version 2025 4-Les dérivées et les fonctions de plusieurs variables 24



Luc Tremblay College Mérici, Québec

A=
2
_6,78cm-11,96cm
- 2
=40,5444cm’

L’incertitude sur I’angle est

0A

Ay
X
XA
2‘ Y

0A

ox

AA =22 Ax + | —| Ay

:‘X Ax+
2

Avec les valeurs, on a

11,96cm 6,78cm

AA 2‘ -0,05cm + -0,1cm

=0,638cm’
L’aire est donc

A =(40,54 £ 0,64) cm?

7.2 La résistance est

1 1 1 1

= + +
R, 100 200Q 300Q
1 11

R, 600Q
_600Q
‘1

R,, =54,54546Q

Pour trouver I’incertitude, il nous faut I’équation de R.,.
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1 I 1 1
g
Req Rl R2 R3

L_ R2R3 + R1R3 + RIRZ

R

eq

- R1R2R3 R1R2R3 Rl R2R3
1 _RR+RR +RR,
R, RR,R,
— R1R2R3
“ " R,R,+RR,+RR,

L’incertitude sur la résistance est donc

R, |9R, |9R,
AR, =|—* AR, +|—% AR, +|—*{ AR,
*" | 9R, | 9R, | | 3R, |
_ 9(R.R.+RR.+RR,)"
:95&&(&&+&&+&&V+&&&-(23+13+12)A&
OR, OR, |
. 9(R.R.+RR.+RR,)"
+@@E&(&&+&&+&&V—&&&-(23+‘3+‘2)A&
oR oR
2 2
) d(RR.+RR.+RR,))"
+§&&&%&&+&&+&&V—&&&-(23+13+12)A&
oR oR
3 3
= R2R3 ' (R2R3 + R1R3 + R1R2 )_1 - R1R2R3 ’ (R2R3 + R1R3 + R1R2 )_2 (R3 + RZ) ARl
+ R1R3 '(R2R3 + R1R3 + R1R2 )_1 - R1R2R3 '(Rst + R1R3 + Rle )_2 (R3 + Rl) ARz
+ R1R2 ’(R2R3 + R1R3 + R1R2 )_1 - R1R2R3 ’(R2R3 + R1R3 + Rle )_2 (Rz + Rl) AR3

R,R, _ R1R2R3'(R3+R2) |
R.R+RR,+RR, (RR,+RR+RR,)|

|
|
R R, RR,R, ’(R3 + Rl)

+ —
R2R3 + R1R3 + R1R2 (R2R3 + R1R3 + R1R2 )2

ARZ

R R, _ RR)R;- (Rz R, )
R,R,+RR,+RR, (RR,+RR,+RR,)

Calculons maintenant la valeur. On va commencer par calculer

+

AR,

R,R, + R.R, + R R, =200Q-300Q +100Q-300Q +100 - 2009
=110000Q>
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Ainsi, I’incertitude est

_ ‘ 2009Q2-300Q 1002 -2002-300Q (2002 + 3009)‘

“ | 11000007 (1100000?)’ |
10023000 _ 10002-20002-3002- (30002 +1000) |
110000Q° (110000Q)’
10022000 _1002-2000-3000-(2002+1009)| _
110000Q° (11000002 )’
R N E R PO R 1)
o121 21 T 12

:£Q+£Q+£Q
121 121 121
_%q
11
=0,54545Q

La valeur de la résistance est donc

R =(54,55+0,55) Q

8.1
dz _9dz

———0050+%sin0
ds Ox dy

sxsinhy) o, dxsinhy) o o

ox dy
=(5sinh y)cos @+ (5xcosh y)sin 8

Au point (1,1) dans la direction 8= 45°, on a

% = (5sinh1)cos45°+(5-1cosh1)sin45°
s

=9,611
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8.2
df o

ds ox

8«/9 xt=y?

of

—cos@+— smB

Ji

— - cos@+—=3sind

-1/2 -1/2

=%(9—x2—y2) (—2x)cost9+%(9—x2—y2) (—2y)sin@

cos0+_—ysin0

—X
- ,9—x2—y2 ,9—x2—y2

Au point (2,1) dans la direction 8= 135°, on a

af c0s135°+_—1sin135°

)
ds 92> _p Jo—22 1

= —_—200s135°+_—1sin135°
2 2

=£=0,3536
4
8.3
ﬁ 8f s6’+ism0
ds ax dy
a(x +y2j a(x2+y2j
=¢cos0+¢sin0
ox dy
a 2+ 2 -1
—(M(x+y)l+(x2+y2)MJcose
ox ox

a(x2+y2) -1 2, 2 a(x'i'y)_1 .
—{—ay (x+y) +(x +y ) % sin @

= (2x(x+ y) () (et y)_z)cos6’+(2y(x+ y) (3 (x+ y)_l)sine

2 2
= 2x _x +y2 cos @+ 2y X +y sin &
x+y (_x+y) x+y (x+y)

Au point (0,1) dans la direction 8= 180°, on a
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2 2 2 2
| 0 0 eisoes]| 2 - Gnisee
s (0+1 (0+1) 0+1 (0+1)
2 2
S [ e /0
0+1 (0+1)
~(-1)(-1)
=1
8.4
df _fa o4
ds Oox a Jdy a
a(x4y+5xy2+4x+5y+3)a 8(x4y+5xy2+4x+5y+3)ay
= _X+ —_
ox a dy a
3 2 a 4 a,
=(4x’y+5y" +4) =+ (x* +10xy +5) =
a a
Au point (0,0) dans la direction donnée par a = i—j,ona
df 3 2 1 4 -1
—=(4-0"-0+5-0"+4)—+(0"+10-0-0+5)—
I )+l 1
4.
V2 2
-1
V2
=-0,7071
8.5
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4 _dfa o4
ds Ooxa Jdya

3 x*+xy+y’
X+y

College Mérici, Québec

ox

~ 8(x2+xy+y2)
B ox

(x+y)" +(x2+xy+y2)— -

d(x+ y)_1 a

X

0x

_i{a(x +xy+y )

=((2x+y)(x+y)

+((x+2y)(x+ y)" —(x2+xy+y2)(x+ y) )

1—(x2+xy+y2)(x+y)_2)&

(x+y)_1+(x2+xy+y2)

dy

d(x+ y)_1 a,
dy a

a
) ay

a

_[2x+y_x2+xy+y2]&_{x+2y_x2+xy+y2Jﬁ
a

xX+y (x+y)2

a Xty (x+y)2

Au point (-1,-1) dans la direction donnée par @ =2i + j ,on a

ds

8.6

Version 2025

£:(2(—I)+(—1)_(—1)2+(—1)(—1)+(—1)2]3
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4 _dfa o4

ds oxa dya

a(cosh(xy))&_i_ a(cosh(xy))ﬁ
ox a dy a

a,

= ysinh(xy)&+xsinh(xy)—
a a

Au point (3,-1) dans la direction donnée par @ =—i +2; on a

4 = —1sinh(3-—1)_—1+3sinh(3-—1)%

ds \/E
__sinh (—3)
= T

=-31,36

(1+6)

8.7 Le rythme a laquelle la profondeur change est

ar =a—Pcost9+a—Psin9
ds Ox dy
9(100m—0,01m™'x* —0,04m™"y* 9(100m—0,01m™'x* —0,04m™"y* )
= cos @+ sin @
ox dy

=-0,02m 'xcos @ +—0,08m 'xsin &
a) Si on se déplace vers le nord (8= 90°) a point (10 m, 10 m), le rythme est

ar =-0,02m™" -10m-c0s90° +—0,08m " -10msin 90°

ds
=-0,8

Cela signifie que la profondeur diminue de 0,8 m par metre de déplacement a la
surface du lac.

a) Si on se déplace vers le sud-est (€=-45°) a point (-20 m, 10 m), le rythme est
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fl—P =—-0,02m™" - (=20m)-cos—45°—0,08m™" -10msin—45°
s
=0,4-cos45°+0,8sin 45°
32
5
=0,8485

Cela signifie que la profondeur augmente de 0,8485 m par metre de déplacement a
la surface du lac.

8.8 a) L’altitude est

(200m)’ +(400m)’
h=100m+100m cos >
(500m)
4
=100m+100m cos (Ej
=169,67m

b) La dérivée directionnelle est

@=%0050+a—hsin0
ds Ox dy
2 2 2 2
3| 100m+100mcos| 2 3| 100m+100mcos| >
= (500m) cos @+ (500m) sin @
ox dy
2 2 2 2
= 100msin| =Y |2 o56-100msin| =Y |2V _ing
(500m)" ) (500m) (500m)" | (500m)

Au point (200 m, 400 m), on a
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0s @

2 2
izl_p:_loo sin[(200m) +(400m) ] 2.200m
A\

(500m)’ (500m)*

2 2
—100msin[(200m) +(400m) ] 2.400m

(500m)’ (500m)*

=—100msin(ij- ! cosﬁ—lOOmsin(ij- 2 sin &
5) 625m 5) 62

= —i sin (ij cos @ — i sin (fj sin @
25 5 25 5

Si on marche vers le sud (8=-90°), on a

¢) Si I’altitude ne change pas, c’est que la dérivée directionnelle est nulle. On a donc

ar _
ds

—isin(ﬂjcose—isin(i]sine =0
25 5 25 5
—4cos@—-8sin@=0
—8sin@ =4cos@

tanl9:_—1
2

0

Les deux réponses sont
-26,56° et 153,43°

Ce sont les angles avec 1’axe des x, donc avec I’est. On demande toutefois les angles
avec le nord.

Pour I’angle de -26,56°, I’angle avec le nord est de 116,56° (en tournant vers 1’est).

Pour I’angle de 153,43°, I’angle est de 63,43° (en tournant vers 1’ ouest).
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9.1
Vo= L%
dox  dy
8(x3 -3x"y+3xy° +y3)? a(x3 —3x2y+3xy2+y3) .
= i+
ox dy !

:(3x2 —6)cy+3>yz)17+(—3x2 +6xy+3y2)j
Au point (1,1), on a

Vz=(3-1"=6-1-143-1*)i +(-3- " +6-1-1+3-1*)

=0i +6J
9.2
= O - Of -
vr=Li+ L
! axl+ay]
5 cosh(x2+y2) 5 COSh(X2+y2)
Csinh(x+y) | | sinh(x+y) |
= i+ J
ox ady
p) h(x*+v? B d(sinh R
—{ (COS gx > ))(sinh(x+y))1+cosh(x2+y2) (sm E)x+y)) ]i
x X

(sinh (x+ y))_1 +cosh (x> + yz)

_{a(cosh(xz + yz))

d(sinh (x+ y))_1 .
dy ]]

dy
= (sinh(x2 + yz).Zx(sinh(x+ y))_1 —cosh(x2 + yz)(sinh(x+ y))_2 cosh (x+ y))z7

+(sinh(x2 " y2).2y(sjnh(x+ y))_l —cosh(x2 + yz)(sinh(x+ y))_2 cosh (x+ y))]

2xsinh (x> +y*) cosh(x*+y*)cosh(x+y) |.
= - i
sinh (x+y) (sinh (x+ y))2

2ysinh(x*+y*) cosh(x’+y*)cosh(x+y) | .
+ —_
sinh (x+ y) (sinh (x+ y))2
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Au point (1,0), on a

_ 2-1-sinh(1+0) cosh(1+0)cosh(1+0) -
sinh (1+0) (sinh(1+0))2

N 2-0-sinh (1+0) ~ cosh(1+0)cosh (1+0) |-
sinh (1+0) (sinh(1+0))2

_ 2-sinh(1) cosh(l)cosh(l)}T +£O— cosh(l)cosh(l)}i

sinh (1) (sinh(l))2 (sinh(l))2

- 2_;}7{_;];
(ta‘tnh(l))2 (tanh(l))2

0,2759i —1,7241j

9.3

= afa afa
vr=9 ;9
f axl+ayj

(00— =) a(yioo—v )

= +
ox : dy /

—172 -1/2

:%(100—)8 -y’ (—2x)?+%(100—x2 -y) T (-2y)]

= - i+ ) j
\/IOO—JCZ—y2 \/IOO—JCZ—y2

Au point (2,4), on a

_2 g _4 =
1+ i
V100-2 -4 {1002 - 47
Sl Py
V80 /80

=-0,2236i —0,4472

Vf =

94
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vf:%ﬁg_f;j
_ a(xyez);_i_a(xyez) 74 a(xye‘"‘)]g
ox dy ox

= ye‘"‘f+xe‘"‘j+xye‘"‘l€
Au point (2, 3, 0), on a
VF=3¢T+2-¢"j+2-3-¢%

=3 +2]+6k

9.5 Commencgons par calculer le gradient de la fonction

vW:g_;mg_vy”jﬁa_jé
_ 3((X+§l(y+Z));+3((X+ya)y(y+1)) j+3((x+é)z(y+Z)),;
:[a(’;:y)(y+z)+(x+y)¥jf
+(a();;y)(y+z)+(x+y)a()é;Z)jj
+(a();:y)(y+Z)+(X+y)a(ya:Z)j’g

Au point (5,7, 1), on a

Vw=(7T+1)i +(2-7+5+1) j+(5+7)k
=8 +20j +12k

La dérivée directionnelle est donc
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dw :vw.

\)

Q| &

- 2 -
+—=k
+i |

1 -
—_— —

=(8i+20j+12k)-( -

8§ 20 24

"6 Vo 6

sl-

_12
6
=26

10.1 La valeur maximale de la dérivée directionnelle est la grandeur du gradient. Le

gradient est
- 0z 07~
V=i &
¢ axl ay]
a[sin[(x+y)D a[sin(z(x+y)D
= H+ H
ox dy
J

2
__ Ty T
22
La grandeur de ce vecteur est
zY V1
[T
2 2
V2
=—7
2
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La direction de ce vecteur (qui est la direction de la dérivée directionnelle maximale)
est

T
6 = arctan —=

NN

=225°

10.2 La valeur maximale de la dérivée directionnelle est la grandeur du gradient. Le
gradient est

?f_g—{c7+g—§*
d _ _
_ (ln( 2x 3y)){+8(ln( 2x 3y))]
ox dy
C(2x=3y) 2L L(2x-3y) 7 (-3)
- 2x-3y 2x-3y
| R 3 -

Au point (1, 0), on a

_ 1 . 3 _
Vf = i1 —
S =313 2(2.1-3.0)7
L 35
2 T

La grandeur de ce vecteur est

La direction de ce vecteur (qui est la direction de la dérivée directionnelle maximale)
est
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_3
@ = arctan T4
2

=-56,31°

10.3 La valeur maximale de la dérivée directionnelle est la grandeur du gradient. Le
gradient est

o -
VI = axl i ady
a(cosh(xy)j a(cosh(xy)j
= 24 ?+ il j
0x dy
_ a(COSh(xy))(xy)_l+cosh(xy)a(xy)_ Jf+[—a(008h(xy))(xy)_l+cosh(xy)a(xy)_ j
ox ox dy dy

-2 —_

= (sinh(xy) -y-(xy) " =cosh (xy)(xy)” - y)f+(sinh(xy)-x'(xy)_l —cosh (xy)(xy) ~x)j

:(ysinh(xy) ~ ycosh(xy)j;+(xsinh(xy) ~ XCOSh(xy)jj
yx

2.2 2.2
Xy Xy Xy

:(sinh(xy) ~ cosh(xy)jh(sinh(xy) ) COSh(xy)jj

X x’y y xy’?

Au point (2, 1), on a

Vf = sinh(2-1) cosh(2-1)).. (sinh(2-1) cosh(2-1))~
f—{ T 2 jl—{ oo j]
_(sinh(2) cosh(2)). | . cosh(2)) -
_( SRR jz+(smh(2)—Tj]

=0,8728i +1,7457

La grandeur de ce vecteur est

V7] =(0.8728) +(1,7457)°
=1,9518

La direction de ce vecteur (qui est la direction de la dérivée directionnelle maximale)
est
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1,7457
0,8728
= arctan 2
=63,43°

@ = arctan

10.4 Trouvons la direction de la dérivée maximale avec le gradient. Le gradient est

= aZ? aZ#
Vy= 27 4+2%
¢ axl +8yj
3 Xy gl 2
Xty )+ Xty )=
= i+ J
ox dy

:y_xyzf_i_x_xyzj
x+y (x+y) x+y (x+y)
Au point (-4, 5),on a
— 5 4.5 |- —4 4.5 |-
Vz= - > i+ - = |J
~4+5 (=4+5) ~4+5 (=4+5)
=(5--20)i +(-4--20)j
=25{ +16]

La direction de ce vecteur (qui est la direction de la dérivée directionnelle maximale)
est

0= arctalnE
25

=32,62°

Les directions pour lesquelles la dérivée est nulle sont a 90° (de chaque co6té) de
cette direction. Les deux directions sont donc 122,62° et -57,38°.
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10.5 Trouvons la direction de la dérivée maximale avec le gradient. Le gradient est

vp=2L7, 9P
ox  dy
9(100m—0,01m™'x* =0,04m™"y*) . 9(100m—0,01m™'x* —0,04m™'y*) _
= i+
ox dy !

=(-0,02m™'x)7 +(-0,08m™'y) j
Au point (10 m, 10 m), on a

VP =(-0,02m" -10m)i +(—0,08m™" -10m) j
=—0,2i -0,8

La direction de ce vecteur (qui est la direction de la dérivée directionnelle maximale)
est

Y,

0 = arctan

=1255,96°

9

a) Le pécheur doit donc aller dans cette direction pour que la profondeur augmente le
plus rapidement. Cette direction est I’angle par rapport a 1I’axe des x. Si on veut ’angle
avec le nord, on doit soustraire 90°. La direction est donc 165,96° (en tournant vers
I’ouest).

b) Si on veut que la profondeur diminue le plus rapidement, il doit aller dans la
direction opposée. L’angle est donc de 14,04° (en tournant vers 1’est.)

¢) Si on veut que la profondeur reste constante, on doit aller a 90° de la direction vers
laquelle la profondeur augmente le plus rapidement. Les deux directions a 90° du
gradient sont 104,04° (en tournant vers I’est) et 75,96° (en tournant vers 1’ouest)

10.6 a) Trouvons la direction de la dérivée maximale avec le gradient. Le gradient est
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?hz%?+%]
ox  dy
2 2 2 2
8{100m+100mc0{x+yzﬁ d 100m+100mcos{x+yzﬁ
_ (500m)” ). (500m) :
ox dy

2 2 2 2
100msin| Y2 iy 100msin| 2 FY | 2|5
(500m) (SOOm) (SOOm) (SOOm)
Au point (200 m, 4000 m), on a

. 200m)’ +(400m)’ | 2. .
th{—lOOmsin(( 00m) +(400m) J 2 200’“}

(500m)° (500m)°
+(—100msin[(200m)2+(4?0m)2}. 2.400an]
(500m) (500m)

= —IOOmsin(ij- I i+ —IOOmsin{ij-L J
5) 625m 5) 625m
4 . 4 e 8 . 4 =
——sin| — | |{ +| ——=sin| = | |J
( 25 (SD ( 25 (SD

=—0,11477i —0,2296 ]

La direction de ce vecteur (qui est la direction de la dérivée directionnelle maximale)
est

—0,2296
—0,1195
= arctan (2)
=-116,6°

0 = arctan

C’est la direction vers laquelle I’altitude augmente le plus rapidement. Si on veut que
I’altitude diminue le plus rapidement, il faut allez dans la direction opposée, donc dans
la direction 8= 63,43°.

Cette direction est I’angle par rapport a I’axe des x. I’angle par rapport au nord est
donc de 26,57° (en tournant vers 1’est).

b) La pente maximale est donnée par la grandeur du gradient.
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[V|=(0.11477)" +(0.22956)°
=0,25665

Quand on va dans la direction opposée a la direction du gradient, la pente est
identique, mais de signe opposé. La pente est donc de -0,25665.

10.7 La fonction
y=In(x)
est la courbe de niveau z = 0 de la fonction
z=—y+In(x)

Comme le gradient est perpendiculaire aux courbes de niveau, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est

= 827 aZH
V=i &
¢ axl+ayj
d(-y+In(x)).. 9(-y+In(x)) .
ox dy

Quand x = 2, alors y = In (2). A cette position, le gradient est
- 1 e -
Vz=|=li +(-1),
2
Pour avoir un vecteur unitaire, il faut diviser par la longueur du vecteur. La longueur

est
V2| =(0.5)" +(-1)
5

5
2

Le vecteur unitaire est donc
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Le vecteur normal est donc

Comme le vecteur dans la direction opposée a ce vecteur est aussi perpendiculaire a
la fonction, le vecteur suivant est aussi perpendiculaire.

i=—

Lqij
NCRNG

10.8 La fonction

3x

y=e
est la courbe de niveau z = 0 de la fonction
z=-y+e*

Comme le gradient est perpendiculaire aux courbes de niveau, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est

VZ:gl +$‘]
a(—y+e3x)ﬁ a(—y+e3")ﬁ
- ox dy /

Quand x = -1, alors y = ™. A cette position, le gradient est
Vz=(3¢7)i+(-1)]

Pour avoir un vecteur unitaire, il faut diviser par la longueur du vecteur. La longueur
est
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V2| =/(3¢) +(-1)°

=1,0111

Le vecteur unitaire est donc

ﬁz_ 3¢ e 1 -
v (Lot Lott’

=0,1477{ —0,9890

Le vecteur normal est donc
71=0,1477i —0,9890 ]

Comme le vecteur dans la direction opposée a ce vecteur est aussi perpendiculaire a
la fonction, le vecteur suivant est aussi perpendiculaire.

7i=-0,1477i +0,9890

10.9 La fonction
y=5x"-2x+6
est la courbe de niveau z = 0 de la fonction
7=—y+5x"=2x+6

Comme le gradient est perpendiculaire aux courbes de niveau, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est

= aZ? aZ#
Vz=—1i+—
: axl ay]

a(—y+5x2 —2x+6)T
= i+
ox dy

=(10x-2)i +(=1)

a(—y+5x2—2x+6) -
J

Quand x = 1, alors y = 9. A cette position, le gradient est

Vz=8+(-1)j
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Pour avoir un vecteur unitaire, il faut diviser par la longueur du vecteur. La longueur

est
V2| =8 +(-1)°

=65

Le vecteur unitaire est donc

_ 8 - 1 -
ZIRGERGE

Le vecteur normal est donc

n=

8 - 1 -
_l—_
J6s' o5’

Comme le vecteur dans la direction opposée a ce vecteur est aussi perpendiculaire a
la fonction, le vecteur suivant est aussi perpendiculaire.

. 8 - 1 =
n=———i+——]J

65 /65

10.10 La fonction
X +4y° =8
est la courbe de niveau z = 8 de la fonction
2=x"+4y

Comme le gradient est perpendiculaire aux courbes de niveau, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est

Lz -

Veza oy
a(x2+4y2) 8(x2+4y2)#
T o y !

Version 2025 4-Les dérivées et les fonctions de plusieurs variables 46



Luc Tremblay College Mérici, Québec

Quand x =-2 et y = 1, le gradient est
Vz=-4i +8]

Pour avoir un vecteur unitaire, il faut diviser par la longueur du vecteur. La longueur

est
V| =(-4)" +8

=445

Le vecteur unitaire est donc

Le vecteur normal est donc

Comme le vecteur dans la direction opposée a ce vecteur est aussi perpendiculaire a
la fonction, le vecteur suivant est aussi perpendiculaire.

10.11 La fonction
z=cosh(—x+2y)
est la surface de niveau f'= 0 de la fonction
f =z—cosh(—x+2y)

Comme le gradient est perpendiculaire aux surfaces de niveaux, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est
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?f_ai +—f afE

J+=—
ox dy’ 0z
8(z—cosh(—x+2y))7+ d(z—cosh(-x+2y)) - 8(z—cosh(—x+2y))l;
B ox l dy / 0z

=sinh (—x+2y)i —2sinh(—x+2y) j+k
Quand x =1 et y = 1, le gradient est

Vf =sinh(-1+2)7 —2sinh (~1+2) j +k
=sinh (1)7 —2sinh (1) j +k

Pour avoir un vecteur unitaire, il faut diviser par la longueur du vecteur. La longueur
est

[Vf|=sinh1* +4sinh® 1+1°
=+/5sinh I* +1*

Le vecteur unitaire est donc
\Y inh(1) -  2sinh(1) - .
4f= sinh (1) - 2sin (1) i 1 h
V| Vssinh®1+1 VSsinh* 141" Ssinh®1+1
=0,41797i —0,83595 ] +0,35566k

Le vecteur normal est donc
i=0,41797{ -0, 83595} +0, 35566k

Comme le vecteur dans la direction opposée a ce vecteur est aussi perpendiculaire a
la fonction, le vecteur suivant est aussi perpendiculaire.

ii =—0,41797i +0,83595 —0,35566k

10.12 1.a fonction

Xy
x+2y

= +3x+2y

est la surface de niveau f = 0 de la fonction
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-3x-2
x+2y Y

Comme le gradient est perpendiculaire aux surfaces de niveaux, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est

Vf =aii +aij+a—fk
ox dy 0z
F— -3x-2y | —" —3x-2y | —" —3x-2y
x+2y > x+2y - x+2y —~
= i+ Jj+ k
ox dy 0z

Y P i 2%y —2|j+k
x+2y (x+2y)

Quand x =1 et y = 0, le gradient est

Vf = _ 9, 1'02—3 i L 2'1'02—2 j+k
1+0" (1+0) 1+0" (1+0)

=3 -3j+k

Pour avoir un vecteur unitaire, il faut diviser par la longueur du vecteur. La longueur
est

V| =(-3) +(=3) +1
T

Le vecteur unitaire est donc

v _3? _3 - 1 -
! J

Wf‘:\/ﬁl*—\/ﬁ + k

J19

Le vecteur normal est donc

_3?+_3]+ L
Jioo V197 19

Comme le vecteur dans la direction opposée a ce vecteur est aussi perpendiculaire a
la fonction, le vecteur suivant est aussi perpendiculaire.

n=
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ii= 3?+3]+_ll§

19 V197 19

10.13 La fonction
=/ x? y+xy

est la surface de niveau f'= 0 de la fonction

— X’y +xy?

Comme le gradient est perpendiculaire aux surfaces de niveaux, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est

ax ay 0z
a(z—\/x2y+ ) ( X’y +xy ) ( Xy +xy )E
B ox 0z
12 1 -1/2 -~
:(——(x y+xy ) 2xy+y j 5 X y+xy (x +2xy)j k
_ 2xy+y’ =X >+ 2xy F+ i
20Xy +xy? 24Xy +xy?
Quand x =2 et y = 1, le gradient est
2 2
Vf = 2-2-1+1 _ 2°+2-2-1 Y

W22 14212 221421

- N S S
NN

Pour avoir un vecteur unitaire, il faut diviser par la longueur du vecteur. La longueur
est
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_ [m3
24
678
12
Le vecteur unitaire est donc
?f__5.12l7_8‘12j+121€
VF|  2V6 V678 2V6 V678" o678
30 - 48 - 12 -
=- i— J+
J4068  J4068 7 678
_ 30 < 48 i 12 P
67113 641137 /678

V113 /113 V678

Le vecteur normal est donc

V113 113 \678
Comme le vecteur dans la direction opposée a ce vecteur est aussi perpendiculaire a

la fonction, le vecteur suivant est aussi perpendiculaire.

n=

V113 V113 N 678
10.14 Pour trouver 1’équation du plan, il nous faut un vecteur normal a la surface.

Trouvons premierement ce vecteur normal. La fonction

7=3x" -y +4x+7y-9

est la surface de niveau f'= 0 de la fonction

f=z-3x"+y —4x-7y+9
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Comme le gradient est perpendiculaire aux surfaces de niveaux, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est

% A

1
ox ay] 0z
I(z=3x"+y —4x=Ty+9) . 9(z-3x"+y*—4x-Ty+9) |
= i+ J
ox dy
A(z-3x"+y*—4x—=Ty+9) _
+( Y Y )k
0z

:(—6x—4)l7+(2y—7)7+/€
Quand x =0 et y = 0, le gradient est

Vf=(-6-0-4)i +(2-:0-7)j+k
=—6i -7j+k

C’est notre vecteur normal. Puisque 1’équation du plan est
n, (x—xo)+ny (y—yo)+nZ (z—zo) =0
On a, au point (0, 0, -9)
—4(x-0)-7(y—-0)+(z+9)=0
Si on isole z, on arrive a

z=4x+T7y-9

10.15 Pour trouver 1’équation du plan, il nous faut un vecteur normal a la surface.
Trouvons premierement ce vecteur normal. La fonction
z=cos(2x+y+%)
est la surface de niveau f = 0 de la fonction

f=z—cos(2x+y+Z)

Comme le gradient est perpendiculaire aux surfaces de niveaux, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est
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Vf aia+a—f]+a—fl€
ox dy~ 0z
a(z—cos(2x+y+§))7+8(z—cos(2x+y+§))#
B ox : dy /
d(z— 2x+y+7%)) -
. (z—cos(2x+y 2))k

oz

— —

=(2sin(2x+y+Z))i +(sin(2x+ y+Z)) j +k
Quand x =0 et y = 0, le gradient est

(sin(2-0+0+Z))j+k
J

C’est notre vecteur normal. Puisque 1’équation du plan est
n, (x—x0)+ny (y—yo)+nZ (z—z,)=0
On a, au point (0, 0, 0)
2(x=0)+(y-0)+(z+0)=0
Si on isole z, on arrive a

z=—2x—-Yy

10.16 Pour trouver I’équation du plan, il nous faut un vecteur normal a la surface.
Trouvons premierement ce vecteur normal. La fonction

72=4/100—x* —y*

est la surface de niveau f'= 0 de la fonction

f=z—4100—x"—y*

Comme le gradient est perpendiculaire aux surfaces de niveaux, on trouve le vecteur
perpendiculaire en trouvant le gradient. Le gradient de cette fonction est
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p s A

Vf_ax ay]+az
E)(z—\/lOO—xz—yz)7 a(z—\/100—x2—y2) .
- ox o dy /
a(z—\/IOO—xz—yz)ﬁ
+ % k

= (_%(IOO—XZ -y (—2x)j7 +(—%(100—x2 il

X + y -
J100-x2 —y* (100 ¥ — y?

Quand x =6 et y = 0, le gradient est

Vf = 0 i+ 0 j+k
JI00—62 =0 100—6>—0?
_0r 4k
8
SEF
4

C’est notre vecteur normal. Puisque 1’équation du plan est
n, (x_x0)+ny (y_y0)+nz (Z_ZO) =0
On a, au point (6, 0, 8)

2 (x=6)+0-(y=0) +(2-8) =0

Si on isole z, on arrive a
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1 1.1 On travaille avec la fonction
F =ye' +x*—In(x)

La dérivée est alors

oF
a__
oF
dx Ay
d(yex +x° —ln(x))
__ dx
d(yex +x° —ln(x))
dy
__ye'+2x-1/x
e)(

_ xyet+2x° -1

X

xe
_l—xye' —2x°

X

xe

11.2 On travaille avec la fonction

F = xy—sin(xy)

La dérivée est alors

College Mérici, Québec
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oF
a_
dx aF
dy

d(xy—sin(xy)%c

d (xy—sin(xy))
dy
_ y—ycos(xy)
x—xcos(xy)
y(1-cos(xy))
x(1=cos(xy))
S

1 1.3 On travaille avec la fonction
F=x+3x"y-3xy* -1

La dérivée est alors

oF
a0

dx oF
dy

d(x3+3x2y—3xy2—l

==

__3x2+6xy—3y2

3x” —6xy
X +2xy -y’
T x> —=2xy
y: =2xy—x°
- x> —2xy

1 1.4 Pour calculer

d(x3 +3x7y—3xy’ —ly
dy

College Mérici, Québec
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Ay zﬂAx
dx

On a besoin de la dérivée. Pour trouver la dérivée, on travaille avec la fonction

F=x2y+ln(x+y)

La dérivée est alors

dy _ a%x

d aFay

d(x’y+In(x+y))
dx

d(x2y+ln(x+ y))
dy

2xy +-L

x+y
2 1
x + x+y

3 2xy(x+y)+1
) (x+y)+1

On a donc

Ay =D Ay
dx

~_2xy(x+y)+1
xz(x+y)+l

Six=1,y=0et Ax=0,01, alors

2-1-:0(1+0)+1
1 (1+0)+1

~~Loo
2

Ay = 0,01

=—0,005

1 1.5 Pour calculer
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Ay zﬂAx
dx

On a besoin de la dérivée. Pour trouver la dérivée, on travaille avec la fonction

F =xy—sin(x+y)

La dérivée est alors

oF
a0

dx oF
dy

d (xy—sin(x+ y)%

__d(xy—sin(x+ y))
dy

~—

_ y+cos(x+y

—

x+cos(x+y

On a donc

A zﬂAx
dx

—

z_y+cos(x+y Ax
x+cos(x+y

N—

Six=0,y=0et Ax=0,02, alors

_ 0+cos(0+0)
0+cos(0+0)

z—l-0,0Z
1

Ay =~ -0,02

=—0,02

11.6 On travaille avec la fonction
F=x7+5xy" —6xz+3y-11
La dérivée partielle par rapport a x est alors
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Jdz _ a%

o9 X
LS

d(x3z+5xy2—6xz+3y—lly

dx

d(x3z+5xy2—6xz+3y—lly

dz

__3xzz+5y2—6z

X’ —6x
Aupointx=1,y=2etz=3,0na

9z 3-(1)-3+5-(2)'-63

ox (1)’ -6-1

La dérivée partielle par rapport a y est alors

oF
0z ady

oo

a’(x32+5xy2 —6xz+3y—11)
dy

d(x3z+5xy2—6xz+3y—lly

dz
_ 10xy+3

3
x  —6x

Aupointx=1,y=2etz=3,0na

9z 101243
I (1) -61
X
—
23
5
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11.7 On travaille avec la fonction
F =xy—Z—arcsin(xyz)+z

La dérivée partielle par rapport a x est alors

0z 8%

9z _ X
- OF
ox AZ
d (xy —Z —arcsin (xyz) + Zy
__ dx
d (xy— % —arcsin (xyz)+z)
dz

= +1
\/l—xzy
2.2_2

_yl=x"y' 2" =z
xy—\/l—x2y222

n
y-T—=
/lfxzyzzz
22

Aupointx=1,y=-letz=1,0na

9z —lyfI=1-(=1)" 1" =(~1)-1
X (=1)= 1= (1) 1
_—1-0+1
~ -1-0
=1

La dérivée partielle par rapport a y est alors

College Mérici, Québec
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oF
0z dy

C

d (xy— % —arcsin (xyz) +

<

i/
d(xy—’zf—arcsin(xyz)+z)d

Aupointx=1,y=-letz=1,0na

%z 1-yJ1-12-(=1)"-1> (1)1
W 1(=1)= 1= (1) 1
_1-0-1

-1-0
=1
1 1.8 On travaille avec la fonction

B 4xy+3z_
xXz—y

F 1

La dérivée partielle par rapport a x est alors
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aZ _ aFa_x

ox  OF
o 0z

d(4xy+3z _IV
XZ—Yy
__ dx
d(4xy+3z IV
Xz—y
dz
-2

(4y (xz y) (4xy+32)(xz—y) Z
v)

)
(3)(xz - N
)

—(4xy+3z)(xz—y) «x
(4y (xz—y)—(4xy+32)z
3(xz—y)—(4xy+3z)x

Aupointx=-1,y=2etz=3/2,0ona

La dérivée partielle par rapport a y est alors
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oF
0z _ dy
- 9F/
% Az

d(4w+3z9///
)CZ—y
dy
d(4xy+3z_1y
XZ—Yy
dz

(4x)(xz—y)" —(4xy+32)(xz—y) " (-1)
(3)(xz— y)_1 —(4xy+3z)(xz— y)_2 X

(4x)(xz— y)+(4xy+3z)

3(xz—y)—(4xy+3z)x

Aupointx=-1,y=2etz=3/2,0na

2 (D)) 3-2)+(4(-1) 2+3:3)
o 3((-1)-3-2)=(4-(-1)-2+3-3)-(-1)

2)+(-8+2
DY)
3(-1)+(-3)
__ 14—
41
o 28-7
T 21-7
21
T8
3
T4
11.9 Pour calculer
0z 0z
AZ~£M+$A))
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On a besoin des dérivées. Pour trouver ces dérivées, on travaille avec la fonction

F=xy+y7 +zy° -3

La dérivée par rapport a x est alors

0z 8%

_ X

ox a%z

d(x2y+ yz> + 2y’ —3y
dx

d(x2y+ yz* + 2y’ —3%
dz

_ 2xy
2yz+y’
Aupointx=1,y=1etz=1,ona
dz 211
ox 2-1-1+1°
__2
3
La dérivée par rapport a y est alors
oF
92___ /oy
- OF
>

d(x2y+yz2+zy2—3y
dy

d(x2y+ vzt +zy° —3%
dz

_x2+z2+2zy
2yz+y?

Aupointx=1,y=1letz=1,0na
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0z P+1P+2-1-1

ox 2-1-141
)
On a donc
Az z—gAx—iAy
3 3

Puisque Ax =0,01 et Ay =-0,01,0n a

Az ~—2.0,01-2.(~0,01)
3 3
2 4

—_ +_
300 300
1

" 150

1 1 . 10 Pour calculer

0z 0z
Az =—Ax+—A
¢ ox dy Y

On a besoin des dérivées. Pour trouver ces dérivées, on travaille avec la fonction

F=6z¢"—xy

La dérivée par rapport a x est alors
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0z _ aFax

ox  OF
o 0z

d(6ze™ —xy/
__a(x y+yzt +zy —3/
0z

__ -y
6e”" +6z¢"
-y
6e*" +6z¢°
Aupointx=2,y=3etz=1,0na
92__ 3
ox 67 +6-1-¢"
3
6+6
_1
4
La dérivée par rapport a y est alors
oF
a_
oF
ox 0z

d(6ze” —xy/
__a(x y+yzt + 2y —3/
0z

- —x
C 6e + 6z¢"
B X

6e*" +6z¢°"

Aupointx=2,y=3etz=1,0na
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%_ 2
ox 67 +6-1-¢"
2
6+6
_!
6
On a donc
Azzle+lAy
4 6

Puisque Ax =0,02 et Ay =0,03,0n a

Azzl~0,02+l~0,03
4 6

= 0,01

12.1

dz_Ozdu dzdy
dx OJudx Jvdx
=3u” (=1) (x+1) 7+ (=3v7) ((x+1) " = x(x+1)7)

_ 3u’ 3 3y’
(x+1)2 (x+1)
__3u2+3>v2
(x+1)
Quand x=2,0n a
__ L _ 1
x+1 241 3
X 2 2

V= =
x+1 2+1 3
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La dérivée est donc

12.2

de_dcdr ocds
dx OJrdx Osdx

1
—1)e " +
r+s( )e

r+s(3x2—2x)

= 43x7-2x

r+s

Quand x=4, 0n a

r=e
s=4"—4°=48

La dérivée est donc

dz —e*+3.47°-2.4
dx et +48
_ 40—¢*
et 448
~0,832634

12.3
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e _dzdp d:dg 3 dv
dx Jdpdx dqdx OJw dx
=2p(—2cos xsin x)—tan w(cos x) — gsec’ w(2)

=—4pcosxsin x—tan wcos x —2gsec’ w

Quand x=4,o0na

La dérivée est donc

dz 3 T . T T T 1 L,z
— =—4—cos—sin——tan—cos——2—sec” —
dx 4 6 6 3 6 2 3

422 2
V3 3
e
3311
)
~—6,799

12.4 Ici, on veut dA/dt. Ce taux de variation est

dA_dAdb oA dh
dt obdt oh dt
On a donc

dA 1 1
—=—h(22)+=-b(421
= gh(-2m)+Sb(4n)

Quandr=1s,ona

b=5m-22-1s=3m
h=5m+2%~(1s)2 =Tm
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La dérivée est donc

%z%-7m(—2%)+%-3m-(4%~1s)
=-72 46
=]z

12.5 Ici, on veut dT/dt. Ce taux de variation est

dar _ordp ot av
dt OP dt 0JV dt

On a donc

3
dar _ 1 V(IOOkPa.e,,ms)_l_ Lo 5;2112
dt 70+ 10s 70L 257t

K

Quandr=10s,ona

P =100kPa- """ =100kPa e

5m’

V=—

—=0, 25m’
25~ -10s

La dérivée est donc

3
d_T: 1 -0,25m3'(100kpa .eloxllej_F 731 IOOkPCl'e{—LJ

dt 704 10s L 257 -(10s)’
3
_ ! -0,25m3-(100kpa-ej+ L 00kPa-e | -2
70-L 10s 70 2005
_100kPa-e( 0,25m? B 5m’
704 10s  200s
=0

12.6
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o _deou o
ox OJudx Ovox
=cosv(2x)—usinv(y)

=2xcosv—uysinv

Quandx=1ety=0,0na

u=1"+0*=1
v=1-0

La dérivée partielle par rapport a x est donc

%=2-ICOSO—1~O-sin0

ox
=2

Pour la dérivée partielle par rapport a y, on a

3 _dcou gz

dy Odudy dvdy
=cosv(2y)—usinv(x)
=2ycosv—uxsinv
=2-0-cos0—1-1-sin0

=0

12.7

o _ocor ocos
ox Orodx Osox
=(s+3)(1)+(r+4)(coshx)

Quandx=0ety=0,0na
r=0+sinh0=0
s=3-0+sinh0=0

La dérivée partielle par rapport a x est donc

%:(0+3)(1)+(0+4)(cosh0)

=7
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Pour la dérivée partielle par rapport a y, on a

b _dor s

dy OJrdy Osdy
=(s+3)(coshy)+(r+4)(3)
=(0+3)(cosh0)+(0+4)(3)
=15

12.8

o _ddp i
ox dpodx dg dx
=ge™ (2)+ pe” (3y+2)

Quandx=0ety=0,0na

p=2-0+0—-1=—1
g=3-0-0+2-0-3-0-2=-2

La dérivée partielle par rapport a x est donc

9 e (2)4—1e " (3-0+2)
ox

=—4.¢*-2¢

=—6¢’

~—44,33

Pour la dérivée partielle par rapport a y, on a

dy Opdy Oqdy
=qe" (1)+ pe" (3x-3)
=-2-¢"?(1)+-1-¢"(3:0-3)
=-2-¢"+3¢’
=2

=7,389

0 _d:p 30
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12.9

9z _dzou dzdv  Jdz dw
0x Ouodx Jvox Oow ox
:(SLtz)(e'““)+(l)ye”+(2w)y2

Quandx=1lety=2,0na

) 2 2
u=xe’ =le”=e
y=ye' =2¢' =2e

w=xy’ =12 =4

La dérivée partielle par rapport a x est donc

%:(364)(62)+(1)2'el+(2-4)'22
X

=3¢’ +2-¢+32

~1247,7

Pour la dérivée partielle par rapport a y, on a
dz_0zdu dzdv 0oz ow
dy Oudy dvdy Jwdy
:(3u2)(xe“")+(1)e” +(2w)2xy
=3¢*1-¢’+e' +(2:4)-2:1-2
=3¢’ +e+32
=1245,0

12.10 La composante en x de la force est

LU _ QU dr U 36

9x  or ox 06 ox

. 2 1 . 2 —
:_(——2 15030Jm sinZﬁj(%(x2+y2) 2 (2x)j—(—2 15020Jm coszej _ 1 ——
1+(2

r r

2 2
= (—SOOOJm sin 2{9) al +(30002Jm cos 2(9) > u >
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Quandx=3mety=4m,ona

=y +y? =\(3m)’ +(4m)’ =5m
4

@ = arctan Yo arctang =0,9273rad

X

La force est donc

2 2
_9U [ 3000Jm? 5 10,9273 (3_mJ+ 30000m 1 o5.0,0073 || —Am
ox (5m) Sm (5m) (3m)” +(4m)

_(3000]1%2%}(2)4_(3000]1%2‘—_7J( 4 J
125m* 25 )\5)°\ 25m*  25)(25m

_1728 672
125 125
_1056
125
=8,448N

Pour la composante en y de la force, on a

U U Ir U 38

. 2 1 . 2
:_(——2 15030Jm sin26’j(%(x2+y2) 2(2y)J—(—2 15020Jm cos2¢9j 1, ——

r r

2 2
_ (300(1Jm sin 29] y _(30002Jm cos 29) : X :
r \/xz + y2 r X +y

Avec les valeurs, on a
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2 2
U 3000Jm? :12.0,9273 (4—”1)— 3000Jm? 1 352.0,9273 || — 2"
dy (5m) Sm (5m) (3m)” +(4m)

_(30()0]”12%}(&}_(3000%2'__7)( 3 j
125m* 25)\5) \ 25m* 25 )\ 25m
_ 2304, 504

125 125
_ 2808

125

=22,464N

12.11 ona premierement

dw_owx dwdy
or dx dr dy or
ow

=—cost9+a—wsina9
ox y

On a ensuite

w_dwdr wdy
00 0dx 00 Jdy d6

=a—w(—rsin9)+a—w(rc039)
ox dy

Ainsi,
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2 2 2 2
(awj +i(awj :[a—wcost9+a—wsin0j +%(—a—wrsin0+g—wycos0j

r 06 ox dy r ox y
2 2
= a—Wcosé?+a—wsin49 + —a—wsin9+a—wcos0
ox dy ox dy

2 2
(g—wj cos29+23—wg—wsin 0c050+[g—wj sin’ @
X X dy y

2 2
+(8—WJ sin20—28—wa—wsin6?cos€+ ow cos’ @
X ox dy dy

2 2 2 2
= (g_w cos? 9+[2—Wj sin’ 9+(3—WJ sin’ 9+[g—wj cos’ @
X 'y X y

2

2
= (3—W (0052 6 +sin’ 0) +(3—wj (cos2 6 +sin’ 0)
X y
ox dy

13.1 Trouvons premierement les points critiques.

% _,
ox
2x+3=0
3
X=—=
2
92 _,
dy
8y-2=0
_1
Y 4
Le seul point critique est donc a (-3/2, 1/4)
Les deuxiemes dérivées sont
2
92,
0x
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9’z
g92_3g
dy’
0’z 0
0xdy

Au point critique, onadoncA=2,B=8et C=0.
Ainsi
AB-C*=2-8-0=16

Comme la valeur est positive et que A et B sont positifs, on a un minimum au point
(-372, 1/4).

13.2 Trouvons premierement les points critiques. Les dérivées donnent

9z _
ox
2x—4y=0

0

% _
dy
—4x+3y*+4=0

0

Avec la premiere équation, on trouve que x = 2y. La deuxieéme équation nous donne
alors

—8y+3y*+4=0
Les solutions de cette équation sont y =2 et y = 2/3.
Siy =2, alors x = 4. On a donc un point critique a (4,2).
Siy =2/3, alors x = 4/3. On a donc un point critique a (4/3,2/3).

Les deuxiemes dérivées sont
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9’z
Z2_6
dy’ Y
9’z _ 4
0xdy

Au point critique (4,2), onadonc A =2, B=12et C = -4. Ainsi
AB—C*=2.12—(-4)" =8

Comme la valeur est positive et que A et B sont positifs, on a un minimum au point
2, 4).

Au point critique (4/3, 2/3),on adonc A =2, B=4 et C = -4. Ainsi
AB-C*=2.4—(-4)" =8

Comme la valeur est négative, on a un point de selle au point (4/3, 2/3).

13.3 Trouvons premierement les points critiques. Les dérivées donnent

9z _
ox
—4x+4=0

X =

0

On a donc un point critique a (1, 3/2).

Les deuxiémes dérivées sont

2’z

PR
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9’z _
0xdy

Au point critique (1, 3/2), onadonc A =-4, B=-2 et C =0. Ainsi
AB-C*=—4.-2-(0)" =8

Comme la valeur est positive et que A et B sont négatifs, on a un maximum au point
(1, 3/2).

13.4 Trouvons premicrement les points critiques. Les dérivées donnent

o,
ox

3x2+3y:0
%2 _,
dy

3x-3y* =0

Avec la premiere équation, on trouve que x? = -y. En remplacant dans la deuxi¢éme
équation, on a

3x-3x*=0
3x(1-x7)=0
Les solutions de cette équation sont x =0et x = 1.
Six =0, alors y = 0. On a donc un point critique a (0,0).
Six =1, alors y =-1. On a donc un point critique a (1,-1).

Les deuxiémes dérivées sont

2
a—f =6x
ox
0’z
26
dy’ Y
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9’z _
0xdy

Au point critique (0,0), on adonc A =0, B=0et C = 3. Ainsi
AB-C*=0-0—(3)"=-9

Comme la valeur est négative, on a un point de selle au point (0, 0).

Au point critique (1, -1), onadonc A =6, B=6 et C = 6. Ainsi
AB-C*=6-6—(3)" =27

Comme la valeur est positive et que A et B sont positifs, on a un minimum au point
(1, -D).

13.5 Trouvons premicrement les points critiques. Les dérivées donnent

0z
a:O
4x°+32=0
x=-2
0z
a—y_o
3y*—-27=0
y=13

On a donc des points critiques a (-2,3) et (-2,-3).

Les deuxiemes dérivées sont

2
a—f =12x"
ox

0’z
92 6
dy’ Y
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9’z _
0xdy

Au point critique (-2,3), on adonc A =48, B=18 et C = 0. Ainsi
AB-C*=48-18—(0)" =864

Comme la valeur est positive et que A et B sont positifs, on a un minimum au point
(-2, 3).

Au point critique (-2, -3), on adonc A =48, B=-18 et C = 0. Ainsi
AB—C*=48--18—(0)" =864

Comme la valeur est négative, on a un point de selle au point (-2, -3).

13.6 Trouvons premierement les points critiques. Les dérivées donnent
% _
ox

—10(x +y2 +1) " —=10x(x* + y* +1) 2x=0

0

B O

X +yt+l (x2+y2+1)2

—10(x” +y +1)+20x7 0
(2 +y>+1)°

=0

—10(#" +y* +1)+20x° .
(2 +y>+1)° B
10(x*—y* —1) 0

(x2 +y° +1)2

=y =1=0
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g_i:o
10)6()62 +y’ +1)_2 2y=0
20xy ~0
(x*+y? +1)2

Cette derniere équation a pour solution y = 0. En utilisant cette valeur dans la premicre
équation, on a

X =1=0
x=%1

On a donc des points critiques a (1,0) et (-1,0)

Les deuxiémes dérivées sont

%z 9 [10(x*=y*-1)

ox” :g (x2 +y° +1)2

-2

=20x(x2 +y° +1) —20()62 -y’ —1)()62 +y° -1-1)73 2x

20 40x(x2 -y*-1)
B (x2 +y? +1)2 (x2 +y? +1)3
_ 20« 202y -2
_(x2+y2+1)2 X4yl

_ 20x x2+y2+1_2x2—2y2—2
(x2+y2+1)2 Ay Al Xy +]

_ 20x —x>+3y*+3
(x2+y2+1)2 X4y +1

_ 20x(—x" 43y +3)

(x*+y? +1)3
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’z _ 9 20xy

dy*  dy ()c2+)72+1)2
= 20)c()c2 +y? +1)72 —4Oxy()c2 +y? +1)3 2y
20x 3 80xy’
(xz+yz+l)2 ()c2+)72+1)3
_ 20x - 4y*
(x2+y2+1)2 Xyl
_ 20x x2+y2+1_ 4y*
_(x2+y2+1)2 Xyl Xy +1

B 20x x*=3y*+1
B (x2+y2+1)2 Xyl
~ 20x()c2 -3y’ +1)

(x*+y +1)3

’z _ 9 —20xy
oxdy x| (¥ +y? +1)

= —20y(x2 +y° +1)72 +4Oxy()c2 +y° +1)3 2x
20y N 80x°y
(xz+yz+1)2 (xz+yz+1)3
-20y 4x
= 2
(x*+y7+1) X +y +1
20y x>+ yt+1 3 4x°
22V P2+l Pyl
(x +y +1) X Ty X Ty

-20y 3x"+y*+1
(x2+y2+1)2 Xty
~ —20y(—3x2 +y’ +1)

(x*+y +1)3

Au point critique (1,0), onadonc A =5, B=5et C=0. Ainsi
AB-C*=5.-5-(0)" =25
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Comme la valeur est positive et que A et B sont positifs, on a un minimum au point
(1, 0).

Au point critique (-1, 0), on a donc A = -5, B=-5 et C =0. Ainsi
AB-C*=-5.-5-(0)" =25
Comme la valeur est positive et que A et B sont négatifs, on a un maximum au point

(-1, 0).

13.7 on veut la valeur maximale de la fonction f = xyz tout en respectant la condition
x +y + z = 54. Cela signifie que la fonction est

f=xy(54=x-y)
=54xy—x"y—xy’

Trouvons les valeurs de x et y qui maximise cette fonction. Trouvons premie¢rement
les points critiques. Les dérivées donnent

0z
gzo
54y-2xy-y*=0
54-2x—y=0
54-2x=y
0z
$=0
54x—x"—2xy=0
54—x-2y=0

En utilisant ce que la premiere équation nous a donné, on a

54—x-2(54-2x)=0
54-x-108+4x=0
-54+3x=0
x=18

De 13, on trouve (en utilisant encore le résultat de la premiere équation) que
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54-2-18=y
y=18

On a donc un point critique a (18,18). Vérifions si on a bel et bien un maximum de la
fonction

Les deuxiemes dérivées sont

Au point critique (18,18), on a
AB-C?=-2--2—(~1)" =3

Comme la valeur est positive et que A et B sont négatifs, on a un maximum au point
(18, 18).

Notre maximum est donc a x = 18 et y = 18. La valeur de z est alors

z=5%4-x-y
=54-18-18
=18

Nos trois nombres sont donc 18, 18 et 18.

13.8 La distance entre un point d’un plan et I’origine est
On va se simplifier la vie une peu en prenant comme fonction
f= o+ yz 472

Si fest a un minimum, s I’est aussi.
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Puisque le point est sur le plan

3x+2y+4z-1=0

notre fonction est

16x—-3+9x+6y=0
25x+6y—-3=0

8y—-1+3x+2y=0
3x+10y—-1=0

On a donc les deux équations suivantes.

25x+6y—-3=0
3x+10y—-1=0

Version 2025
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Si on multiplie la premiere équation par 5 et la deuxieme par -3, on a

125x+30y-15=0
-9x-30y+3=0

Si on additionne alors les équations, on a

116x-12=0
3
xX=—
29
La valeur de y est donc
3x+10y—-1=0

3.2 4 10y—-1=0
29

3:3+10-29y-29=0
9+290y—29=0
290y = 20
2

y=2—9

La valeur de z est alors

3x+2y+4z-1=0

3~i+2~£+4z—1=0
29 29
3:3+2:2+4-292-29=0
4-29z=16
4
=
29

Le point est donc (3/29, 2/29, 4/29).

13.9 Le cout de la boite est
C=1,52xy+2yz+2xz
Mais comme on doit avoir que xyz = 300 cm3, la fonction est
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3 3
C=3xy+ 600cm3y N 600cm3x
Xy Xy
3 3
C=3xy+ 600cm N 600cm
X y

Trouvons les points critiques de cette fonction

o€ _
o0x

La 2° équation donne

200cm3
x =

En remplacant dans la 1™ équation, on a

600cm3
(200em* )’
600cm3
3 2
(200cm’)
200cm3®
—2 y
(200cm”)
200cm3 4
—2 y
(200cm’)
200cm3 =y’
y= J200cm® = 5,848cm

3y— y4=0
3y=

La valeur de x est donc
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200cm3
xX=

2

y
200cm3

(200¢m3)™”

=3/200cm’® = 5,848cm

La valeur de z est alors

xyz = 300cm’

1/3

(200em*)"” -(200em’ )" - z = 300cm’
300cm’

= 273

(200cm’)

=8.772cm

Il faudrait vérifier qu’on a bel et bien un minimum du cout de la boite. Les
deuxiemes dérivées sont

2°’C _ 1200cm?

ox? x

9°C _ 1200cm3
ayz y3

2°C

=3
0xdy

Quand x et y valent 5,848 cm,onaA = 6, B=6 et C =3. On a donc
AB-C*=6-6—(3)" =27

Comme la valeur est positive et que A et B sont positifs, on a un minimum.

14.1 Dans ce cas, les équations
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o _,08
9 _21%
ox ox
o _,%
dy  dy
g=0
sont
2x=A4-2
2y=A4-3
2x+3y—-4=0
La premiere équation donne
x=A

Avec cette valeur, la deuxieme équation donne
2y=3x

En utilisant cette valeur dans la 3° équation, on a

2x+3y—-4=0
2x+33x-4=0
4x+9x—-8=0
x=%
De Ia, on trouve que
2y=3x
2y=3%
y=1
La solution est donc
x=3 y=1%

La fonction vaut alors
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f=x"+y
= (L) +(2)
— 208

169

_16
13

Pour savoir si ¢’est un maximum ou un minimum, calculons la valeur de la fonction
ailleurs en suivant la contrainte.

2x+3y—-4=0
Par exemple, on peut calculer la valeur de la fonction 4 (2,0). A ce point, la valeur est

f=x"+y’
=(2)"+(0)
=4

Comme cette valeur est plus grande, on a un minimum au point (8/13, 12/13). La
fonction vaut alors 16/13.

14.2 Dans ce cas, les équations

¥ _ o
ox ox
of og
g _,%
dy  dy

g=0
sont
dx+y=A1-2
x=2y+1=4-3
2x+3y-1=0

On peut écrire les deux premieres équations sous la forme suivante.

12x+3y=4-6
2x-4y+2=1-6

Cela signifie que
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12x+3y=2x—-4y+2
10x+7y=2

On a alors les 2 équations suivantes

10x+7y=2 2x+3y—-1=0

On peut alors écrire

10x+7y=2
10x+15y =35
En soustrayant ces équations, on a
—8y=-3
y=1
Alors, x est
2x+3y—-1=0
2x+3-3-1=0
16x+9-8=0
X=—1c
Les solutions sont donc
X=—1 y=%

La fonction vaut alors

f=2x"+xy=y"+y
=2:(=3) ()3 -() +3

Pour savoir si ¢’est un maximum ou un minimum, calculons la valeur de la fonction
ailleurs en suivant la contrainte.

2x+3y—-1=0
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Par exemple, on peut calculer la valeur de la fonction a (Y2, 0). A ce point, la valeur
est

f=2x"+xy—y +y
=2.(3)"+(2) -0-(0) +0

=

Comme cette valeur est plus grande, on a un minimum au point (-1/16, 3/8). La
fonction vaut alors 7/32.

14.3 Dans ce cas, les équations

o _,08
9 _,%
ox ox
I _,9%
dy  dy
g=0
sont
—4y+8x=A4-2x
2y—4x=A4-2y
x*+y*=1=0

On peut écrire les deux premieres équations sous la forme suivante.

—4y* +8xy = A-2xy
2yx—4x* =A-2xy

Cela signifie que

—4y” +8xy =2yx—4x>
—4y* +6xy+4x" =0
-2y +3xy+2x* =0
On a alors les 2 équations suivantes
2 2

—2y* +3xy+2x* =0 x +y =1
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La deuxieme donne

En remplacant dans la 1" équation, on arrive a

2(1-2)+3x/1- x> 4227 =0
2420 31— %% +2x% =0
2+4x2 +3x/1- 2% =0
2+4x =13x/1-x?
(—2+4x2)2 =9x’ (l—xz)
4—-16x>+16x* =9x* —9x*
4-25x"+25x* =0

Les solutions de cette équation quadratique sont

2
xX=f et x =

Avec la premiere solution, on a

Ce qui signifie que y est alors
On a alors 4 points

SEJIE Rt

Avec la deuxiéme solution, on a
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Ce qui signifie que y est alors

On a alors 4 points

(i LJ (_i Lj (i _LJ(_i _LJ
55T\ B VT s

Pour savoir si c’est des maximums ou des minimums, calculons la valeur de la
fonction a ces points en suivant la contrainte.

x+y =1

Tous ces points sont sur un cercle de rayon 1 (c’est la contrainte). Voici les valeurs
de la fonction qu’on a en tournant sur ce cercle dans le sens contraire des aiguilles
d’une montre en partant du point (1,0).

— =25

On voit alors qu’il y a deux maximums et minimums.
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Minimum : (

1
Maximum ;| —,— |,
[ﬁ SM

J La fonction vaut alors 0

. J La fonction vaut alors 25

14.4 Dans ce cas, les équations

¥
ox ox
o _,98
oy oy
g=0
sont
2x=A-1
2y=4-1
2x=A-1
X+y+z-24=0

Les trois premieres équations indiquent que
X=y=z
Cela signifie que

x+y+z-24=0
x+x+x-24=0
3x—24=0

x=8

La solution est donc

N =
Il
0 oo

La fonction vaut alors
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f=x2+y2+z2
=8 +8° +8’
=192

Pour savoir si ¢’est un maximum ou un minimum, calculons la valeur de la fonction
ailleurs en suivant la contrainte.

x+y+z-24=0

Par exemple, on peut calculer la valeur de la fonction a (7, 9, 8). A ce point, la valeur
est

f=x+y'+7
=7"+9"+8
=194

Comme cette valeur est plus grande, on a un minimum au point (8, 8, 8).

14.5 Dans ce cas, les équations

I _,9%
ox ox
Jf _,08
g _ 498
dy dy
g=0
sont
yz=A-2x
xz2=A-2y
xy=A4-2z

X +y +722-3=0

Pour résoudre, on va écrire les 3 premieres équations sous la forme suivante

xyz=A-2x°
xyz=A-2y’
xyz=A-27°
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Ces trois équations indiquent que

Cela signifie que

X +y +22-3=0
X +xP+x2=-3=0

3x°=3=0
=1
La solution est donc
x==1
y=x*1
z==1

On a donc les 8 points suivants.
(LLD), (1,1,-1), (1,-1,1), (1,-1,-1), (-1,1,1), (-1,1,-1) (-1,-1,1), (-1,-1,-1),

Pour savoir si ce sont des maximums ou des minimums, calculons la valeur de la
fonction a ces points.

(1LL1)—> f=1
(LL-1)—> f=-1
(1,-1,1) = f =—1
(1L,-1,-1)— f =1
(~L1,1) = f=—1
(-L1,-1)— f =1
(~L-11)— f =1
(-L-1,-1) > f=—1

On a donc des maximums a (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1) et (-1,-1,1). La fonction vaut
alors 1.

On a donc des minimums a (1,1,-1), (1,-1,1), (-1,1,1) et (-1,-1,-1). La fonction vaut
alors -1.
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14.6 La distance entre un point quelconque (x, y) et le point (2,3) est

d=\(x=2) +(y-3)

11 faut donc trouver le minimum de cette fonction. En fait, les maximums et minimums
de d sont a la méme place que deux de d2. On peut donc, pour nous simplifier la vie,
travailler avec la fonction

f=(x=2)+(y-3)

On va donc chercher le minimum de cette fonction tout en restant sur le cercle, donc
tout en respectant la condition suivante.

g=x"+y’-4=0

Ainsi, les équations

of og
g _ 498
ox ox
9 _,9%
dy dy
g=0
sont
2(x=2)=4-2x
2(y-3)=4-2y
X +yP—4=0

On peut écrire les deux premieres équations sous la forme suivante

2y(x=2)=2-2xy
2x(y-3)=A4-2xy

Cela signifie que
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2y(x-2)=2x(y-3)
y(x=2)=x(y-3)

xy—=2y=xy—3x
—2y=-3x
2y=3x

On utilise alors cette équation dans la 3° équation

X +y’—4=0
4x* +4y*=16=0
4x*+9x*-16=0

13x* =16
x=i—4
13

Si x est positif, alors la valeur de y est

Si x est négatif, alors la valeur de y est

—X
o6
NE

On a alors 2 points d’intérét sur le cercle. Ces points sont

i )

La valeur de f'a ces points est
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(%,%j 5 f=2,578
(‘T‘;,%j — f=31,422

On cherchait le minimum de la fonction f. Le point le plus pres du point (2,3) est donc

le point
_6j
V13

TN
SE
w

14.7 Le cout des ski-doos est
C=2x"+xy+y”+1000
On doit obtenir le plus petit cout tout en respectant la contrainte suivante.
g=x+y-500=0

Ainsi, les équations

J9C _ 49
ox ox
oC og
9L _,9%
dy  dy
g=0
sont
dx+y=A2-1
x+2y=4-1
x+y=500

Les deux premieres équations indiquent que

4x+y=x+2y
3x=y

Si on utilise ce résultat dans la 3° équation, on a
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x+y =500
x+3x=500

4x =500

x=125

Alors la valeur de y est

x+y=500
125+ y =500

y =375

Il faut donc fabriquer 125 ski-doos a Amos et 375 a Senneterre.

14.8 Le cout de la boite est

C =(Aire du coté)- O,SC’;LZ+ (Aire des bouts)-0,8-%;
C =27rh-0,5- + 2777 0,8

cm?

C=ﬂ'rh-1$+ﬂ'r2 1,6

cm?

Il faut donc trouver le minimum de cette fonction tout en gardant un volume de
300 cm3, donc tout en respectant la condition suivante.

g =mr’h—300cm3=0

Ainsi, les équations

J9C _ ;9%
or or
aC og
9t _ %
oh oh
g=0

sont

Zh-1-5+27r-1,655=A1-27rh

ar- 1 =A-7r’
cm

zr*h—300cm3 =0
La deuxieme équation donne
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ﬂrlcm =A-7z
i =Ar

En utilisant cette valeur dans la 1™ équation, on obtient

=A-27xrh
Zh-1-5
h+2r-1,6=2h
2r-1,6=h
3,2r=h

On utilise maintenant cette valeur dans la 3° équation
zr’h—300cm3=0

r*(3,2r)—300cm®*=0
3,271 =300cm3

r=3,1017cm
La hauteur est alors
h=372r
=9,9256cm

Alors, le cout de la boite est

C=unxnrh- 1—+7z'r 1,62

cm?

= 71(3,1017cm) (9,9256cm) 1=+ (3,101 7cm)” 1,6 =
= 145,08¢

Reste a s’assurer que c’est le cout minimum (et non pas le cout maximum). On le
détermine en calculant le cout pour d’autres dimensions tout en gardant un volume de
300 cm3. Prenons, par exemple, un rayon de 3 cm. Pour avoir un volume de 300 cm3,
alors la hauteur devrait étre de 10,61 cm. Avec ces valeurs, le cout est

C =7 (3cm)(10,61cm) 1=+ 7 (3em)” 1,65
=145,24¢

Comme on obtient un cout plus grand, on avait bel et bien un minimum.
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14.9 0n veut maximiser la résistance de la poutre
R=kAB’

En taillant la poutre, la largeur de la poutre peut tre dans le sens vertical ou horizontal.
On va commencer en disant que la largeur est dans le sens horizontal du tronc.

Largeur de la poutre dans le sens horizontal.

Selon la figure, on a alors A = 2x et B = 2y. En termes de x et y, la résistance est

Ainsi, les équations

IR _ 9
ox ox
IR _ .98
dy  dy
g=0
sont
8ky2:/1-L2
(20cm)
l6key =2 — Y
(30cm)
x2 2
+—L -

(2()cm)2 (?)Ocm)2

On peut écrire les deux premieres équations sous la forme suivante.
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8ky® (20cm)’ = 1 -2xy
16kx’y (30cm)’ = 1-2xy
Cela signifie que
8ky® (20cm)” = 16kx*y (30cm)’
y? (20cm)2 =2x’ (30cm)2
y2400cm? = 2x*900cm?
2y° =9x’

Si on utilise ce résultat dans la 3° équation, on a

2 2

al +—2 =1
(20cm)”  (30cm)’
X + 2x° =1

(20cm)”  (30cm)’

9
2 1 > + 2 5 — 1
(20cm)”™  (30cm)
x=2em
NG
x=11,547cm
Alors la valeur de y est
y=—y
2
3 20

=——-——cm
NG

= 10\/gcm

=24,495cm

Avec ces dimensions, la résistance de la poutre est

R = 8kxy’
= 8k20m . (10\/gcm)2

NE

=55426cm3- k
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Largeur de la poutre dans le sens vertical

Selon la figure, on a A = 2y et B = 2x. En termes de x et y, la résistance est
R = 8kyx’

tout en respectant la contrainte

Ainsi, les équations

IR _ 498
ox ox
OR og
IR _ 2%
dy  dy
g=0
sont
16kxy = ’I'Lz
(20cm)
Rk = 4.2
(3Ocm)2
2 2
al +—2 =1

2 2
(20cm)”  (30cm)
On peut écrire les deux premieres équations sous la forme suivante.

16kxy* (20cm)’ = - 2xy
8kx® (30cm)’ = A-2xy

Cela signifie que
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16kxy* (20cm)’ = 8kx* (30cm)’
2y? (20cm)2 =x’ (3Ocm)2
2y*400cm? = x*900cm?
8y> =9x"

Si on utilise ce résultat dans la 3° équation, on a

2 2
al +y =1

(20cm)2 (3Ocm)2

2 2
x X
+

(20cm)2 (3Ocm)2

x ! + ; =1
(20cm)2 (30cm)2
x= —20\/5 cm
NG
2076

=1

= cm
3
x=16,323cm
Alors la valeur de y est
3
y=—rx

NG

3 206
R
= 10\/§cm
=17,321cm

Avec ces dimensions, la résistance de la poutre est

R = 8kyx’
2
=8k (10J§cm)-{20?:/6 cmj
=36950cm3-k

College Mérici, Québec
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En comparant les deux résultats, on constate alors qu’il est préférable de prendre la
largeur de la poutre dans le sens horizontal.

Les dimensions optimales sont donc

x=20m y=10+/6cm

NE

Cela signifie que la largeur et la hauteur sont

largeur = ﬂcm = 23,094cm hauteur = 20\/gcm = 48,990cm

V3

14.10 L température est
T=15 x>+25-y*+4°C. 7+10°C
On doit obtenir la plus petite température tout en respectant la contrainte suivante.
g=x+2y+z-10m=0

Ainsi, les équations

oT dg
L%
0x ox
JaT _ ;90
dy  dy
oT ag
L9
0z 0z
§=0
sont
2-C.x=4-1
4. y=1-2
4 =11

x+2y+z-10m=0

La 3° équation nous donne la valeur de A. En utilisant cette valeur dans les deux
premieres équations, on arrive a
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2C .y =42€.
2 m? X= m
4-C.y=4-X.2
Ces équations nous donnent
x=2m
y=2m

La valeur de z est alors

x+2y+z—-10m=0
2m+4m+z—-10m=0

z=4m
Notre point est donc (2 m, 2 m, 4 m). A cet endroit, la température est

T=1%

=1C.(2m)’ +2C-(2m)’ +4°C.(4m)+10°C
=38°C

X7 +2C.y +4C.7410°C

Il ne reste qu’a s’assurer qu’on a un minimum. Pour le savoir, il suffit de calculer la
température a un autre endroit, tout en respectant la condition

x+2y+z-10m=0

Par exemple, on peut prendre le point (0 m, 0 m, 10 m). A cet endroit, la température
est

T=1%

=1C.(0m)” +2C.(0m)” + 4 (10m) +10°C
=50°C

X0 +2C.y+4C. 7410°C

Comme la température est plus élevée, on a un minimum a (2 m, 2 m, 4 m).
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