Solutionnaire du chapitre 2

1.1
sinh(1) =1,1752
1.2
cosh(2)=3,7622
1.3
tanh(3) =0,9951
1.4
1
sech(1) = cosh(1)
=0,6481
1.5
csch(2) = sinli B
=0,2757
1.6
coth(2)= tan;(Z)
=1,0373
1.7
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1.8

1.9

1.10

1.11
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X —X
. e +e
cosh x—sinh x =
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sinh? x 1

2 + 2
cosh“x cosh” x
_ sinh® x+1

tanh” x +sech’® x =

cosh” x
_ cosh® x

cosh” x
=1

1.12

Mais puisque

e =coshx+sinhx et e =coshx—sinhx

ona
cosh x +sinh x)(cosh y+sinh cosh x —sinh x ) (cosh y —sinh
shm(x+y)=( x x)(cosh y y) (coshx x)(cosh y y)
2 2
B M+coshxsinh y+sinh xcosh y +M
- 2
oS h y —cosh xsinh y —sinh xcosh y+m
2

_ 2cosh xsinh y +2sinh xcosh y
2
=cosh xsinh y +sinh xcosh y

1.13
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e(x+y) +e—(x+y)
2
_eet+ee”
2
e'e’ e'e”’
+
2 2

cosh(x+y)=

Mais puisque
e’ =coshx+sinhx et e =coshx—sinhx
ona

(cosh x+sinh x)(cosh y+sinh y) N (cosh x—sinh x)(cosh y—sinh y)
2

2
_ coshxcoshy+m+m+sinhxsinhy
- 2
cosh xcosh y— cos inh y — sin h y +sinh xsinh
N y \Wz \h\xegs\z y

_ 2cosh xcosh y+2sinh xsinh y
2
=cosh xcosh y +sinh xsinh y

cosh(x+y)=

1.14

Version 1

1 1 . cosh x—sinh x

coshx+sinhx coshx+sinhx coshx—sinhx
cosh x —sinh x

cosh”? x—cosh xsinh x +sinh x cosh x —sinh? x
cosh x—sinh x

cosh® x—sinh® x
_ coshx—sinhx
- 1
=cosh x—sinh x

Version 2
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(coshx+sinhx) "' = (e )_1

—X

=e

=cosh x—sinh x

1.15
sinh (x+y)

tanh (x+y) =TV
(x+) cosh(x+y)

_cosh xsinh y +sinh xcosh y
cosh xcosh y +sinh xsinh y

Si on divise le numérateur et le dénominateur par cosh x cosh y, on a

cosh xsinh y+sinh xcosh y

tanh(x+y)=
(x+) cosh xcosh y+sinh xsinh y

coshxsinh y sinh xcosh y
__ coshxcoshy ° coshxcoshy

" coshxcosh y sinh xsinh y
coshxcosh y cosh xcosh y

sinhy | sinhx
__ coshy cosh x

- sinhx , sinhx
1+ coshx coshx

_ tanh y+tanhx
I+tanh x-tanh y

1.16
(coshx+sinhx)" = (ex)n

= cosh nx —sinh nx

2.1
d sinh 5x d(5x)

dx

=cosh(5x)-

=cosh(5x)-5
=5cosh5x
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2.2

2.3

24

2.5

Version 2025

d(« tanhx) d(?)

tanh\/;+x2

dx

=2xtanh/x + x* sech’ (\/;)

College Mérici, Québec

d (tanhx)

d(Vx)

— 2xtanh/x + x> sech? (\/;) -%x_m

=2xtanh\/;+%x3lzsech2x/;
2
———~%=—csch” ——
dx x-  dx
——cschZ%-j;
X x
4 >
=—-csch™—
X X
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d[fii’j ] W) o) e L)
e (x*+4)
—sechxztanhxzd(dxxz)-(x2+4)—sechx2-2x
) (x4+4)2
—sechx” tanh x2x(x” +4) —sechx” - 2x
) (x4+4)2
—sechx” tanh X" 2x+(x* +4)  gech * - 2x
i (x'+4) 4y
_ —sechx’tanh x’2x sech’ -2x
(x*+4) (x*+4)
_ 2xsechx’

= 2—(tanhx2+ 41 j
x +4 x'+4

2.6
d(csch?3x
(—) =2csch3x- desch3x
=2csch3x-(—csch3xcoth 3x) %
=2csch3x-(—csch3xcoth3x)-3
=—6csch’ 3x-coth 3x
2.7
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d cosh3x
__ dx
dx cosh3x
d3x

d(In(cosh(3x)))

cosh3x
_ sinh3x-3
~ cosh3x
=3tanh3x

2.8

a’(cosh 3x2+2x+2)
=sinh/3x> +2x+

sinh3x——
_dx

College Mérici, Québec

dx

> dN3x* +2x+2
dx

L d (3 +2x+2
:sinhm%(3xz+2x+2) 12 ( x> +2x+ )

dx

= sinh /32" +2x+2 %(3x2 +2x+2) " (6x+2)

_ (3x+1)-sinhv/3x +2x+2
V33X +2x+2

2.9

1
d[tanhz(x)+4

- d(tanh’ (x)+4)

J=—(tanh2(x)+4)

dx

= —(tanh? (x)+4) " 2tanhx

d (tanh(x))
dx

=—(tanh? (x)+4) " 2tanh xsech x

B 2tanh xsech” x
(tanh2 (x)+4)2

2.10

Version 2025
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d(arctan(sinh(x))) 1 d(sinhx)
dx " l4sinh®x  dx
=‘—2COShX
1+sinh” x

Mais comme cosh” x—sinh?x=1, on a

d(arctan(sinh(x)))
= ——coshx
dx 1+sinh” x
= 12 cosh x
cosh” x
1
cosh x
=sechx
2.11 on pose
u=2x+1
du =2dx
On a donc
Isinh(2x+1)dx=%jsinh(2x+1)2dx
1
=—Isinhudu
2
1
=—coshu+C
2
1
=Ecosh(2x+1)+C
2.12 on pose
u =sinh x
du = cosh xdx
On a donc
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2.13 on pose

On a donc

2.14 on pose

On a donc

Version 2025

_[ coshx
1+sinh x

College Mérici, Québec

_[ cosh xdx
1+sinh x

du
1+u

=1n(1+u)+C
=1n(1+sinhx)+C

u=x
du =3x*dx

Ixzsinh(x3)dx=% sinh (x*)-3x%dx

_1 j sinh udu
3

=lcoshu+C
3

1
=§coshx3+C

2-Les fonctions hyperboliques 10
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2.15 on pose

On a donc

2.16 on pose

On a donc

Version 2025

J

J'Sinh\/;
Jx

dx=2]sinhx -

College Mérici, Québec

dx

20x

=2Jsinhu-du

=2coshu+C
= 2cosh\/;+C

u=3x
du =3dx

u =sinh x

du = cosh xdx

1 1 1
= [ 3ax
sinh” (3x) 3 sinh” (3x)

1 1
— d
3I sinh’u
:ljcschzudu
3
1
=——cothu+C
3
1
:—Ecoth3x+C
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cosh x dx

J‘ coth xdx = I

J-cosh xdx
sinh x
du
u
=lnu+C

=In(sinhx)+C

2.17 on pose

u =sinh x

du = cosh xdx

On a donc

J sinh x cosh xdx = I udu

2
u

=—+C
2

_sinh®x

Autre possibilité
On pose

u =cosh x

du = sinh xdx

On a donc
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Isinh xcosh xdx = J. cosh xsinh xdx
= J. udu

2
u

——+K
2

_ cosh® x

2

+K

(Les deux réponses sont équivalentes puisque cosh” x—sinh® x=1)

2.18 En utilisantcosh® x —sinh* x =1, I’intégrale est

[ cosh® xdx = [ cosh” xcosh xdx
= [(1+sinh’ x) cosh xdx
= [(cosh x+sinh” xcosh x) dx
= [ cosh xdx+ [ sinh® x cosh xdx

La premiere intégrale est facile a faire. Pour la 2° intégrale, on pose

u =sinh x

du = cosh xdx

On a donc
Isinhz xcoshxdx:_[uzdu
3
=L ic
3
. 13
_ sinh x+C
3
On a donc
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2.19 on pose

On a donc

2.20 on pose

On a donc

Version 2025
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_[ cosh’ xdx = Icosh xdx+ _[ sinh” x cosh xdx

J

sinh’ x

=sinh x+ +C

=%sinhx(3+sinh2x)+C

u =cosh x

du = sinh xdx

sinh x J~ sinh xdx

1+cosh’ x 1+cosh® x

_Il+u
=arctanu+C

=arctan (coshx)+C

u =cosh x

du = sinh xdx

sinh xdx
cosh” x
du

2
u

=—u"'+C

__ +C
cosh x

=—sechx+C

sinh xsech” xdx =
J J
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2.20 L’aire sous la courbe est

2
I cosh xdx =[sinh x]i1
el

=sinh 2—sinh(-1)
=4,8021

3.1
arsinh1=0,8814

3.2

arcosh1=1,3170

3.3
artanh 1 =0, 5493

3.4 0On pose premicrement y = arsech (x).On aalors

y = arsech (x)
sechy=x
1
=X
cosh y
coshy= 1
X

y = arcosh

VR

lj
X
Puisque y = arsech (X) ,0na

arsech (x) = arcosh (lj
x
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3.5 0On pose premicrement y = arcsch (x).On aalors

y = arcsch (x)

cschy=x
1
. = x
sinh y
. 1
sinh y =—
X

y =arsinh

VR

1 )
X
Puisque y = arcsch (X) ,0na

arcsch (x) =arsinh (lj
X

3.6 on pose premierement y = arcoth (x) . On a alors

y =arcoth (x)

cothy=x
1
=X
tanh y
1
tanh y =—
X

y =artanh (1)
X

Puisque y =arcoth(x), on a

arcoth (x) = artanh (lj
X

3.7
arsech E = arcosh f
4 3

=0,7954

College Mérici, Québec
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3.8

arcsch3= alrsinhl

=0,3275

3.9

arcoth2 = artanh%

=0,5493
3.10 0n pose premicrement y = artanh (x).On aalors

x=tanhy

= sinh y
cosh y
(ey —e_y)/Z
(ey +e"’)/2

e —e’

X =

e’ +e”
xe’ +xe’ =e’ —e”’

x(ey)2 +x=(ey)2 -1

x(ey)2 —(ey)2 =—1-x

(ey)2 (x—1)=-1-x
() ="

x—1

Version 2025 2-Les fonctions hyperboliques 17
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On peut écrire cette équation sous la forme suivante

1+x
y=In,—
1-x

1/2
1+x
y=In| —
=
—lln(“_xj
Y 2 1-x

Puisque y = artanh(x) ,ona

artanh x = %ln (l-l—_xj

1-x
Il y a une restriction pour éviter d’avoir le logarithme d’un nombre négatif ou de 0.
Si x 21, le dénominateur dans le logarithme est 0 ou négatif, ce qui n’est pas
acceptable.
Si x <-1, le numérateur dans le logarithme est 0 ou négatif, ce qui n’est pas

acceptable.

Cette restriction est bien sensée puisque la fonction artanh x n’existe qu’entre -1 et 1.

3.11 Version 1

Selon ce qu’on a vu au chapitre 1, on a

arcsin z = —iln(iz+\/?)

On a donc
arcsin (ix) = —iln(i(iX)+\/1—(ix)2 )
= —iln(—x+m)
On a alors
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arcsin (ix) = —iln(—x+\/1+x2

=iln

=iln

=iln

=iln

=iln

=iln

=iln

=iln

Or, comme

on arrive a

(—x+ 1+ x7 )_1

1
—x+1+x° j
1 .x+\/1+x2J

—)c+\/1+)c2 )c+\/1+x2

x+vV1+x2

—% = x4+ 2 + x4+ X +(\/1+x2 )2
x+V1+x*
—x’ +(\/1+x2 )2
x+V1+x2 J

—x2+(1+x2)

x+\/1+x2J

1

(v )

arsinhlen(x+\/m)

arcsin (ix) = iln(er\/Hx2 )

Version 2

On a alors

Version 2025

arcsin (ix) =i arsinh (x)

On pose y = arcsin (ix)
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Comme y = arcsin (ix), on a

3.12 Version 1

sin y =ix
—isiny=x
eV —e”
=
2i
e(iy) _ e—(i,v)
—_ =X
2
—sinh (iy) =X
sinh (—iy) =X
—iy = arsinh x
_arsinh x

—i
y =iarsinh x

arcsin (ix) =iarsinh x

On pose premiérement y = artanh (x). On a alors

Mais on a

On peut donc écrire

Version 2025

y =artanh x
x=tanhy
E _ gech? y

dy

cosh® y—sinh® y =1
B sinh® y 1

cosh’y cosh®y

1—tanh® y =sech’ y

College Mérici, Québec

2-Les fonctions hyperboliques 20



Luc Tremblay College Mérici, Québec

Puisque, y =artanh(x), ona

Version 2

=——In

dartanhx d 1 1+xj
dx dx 2

1-x
1d

=§;§Una+xy4n0—x»

1( 1 -1

:E(E_Ej

:1( l-x  l+x ]
2{ (T+x)(1-x) (1+x)(1-x)

1(#]
2 (1+x)(1—x)

S S
(I+x)(1-x)

3.13
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3.14

3.15

3.16

Version 2025

d(x2 artanh\/;) d(x2

College Mérici, Québec

darsinh5x 1 d5x
dx V257 +1 dx
5

25 41

d arcosh x*

1
dx \/(x4)2—1 dx
1

d (artanh Jx )

dx

= artanh \/; +x°
dx

X
= 2xartanh/x + x* o dJx

(]

= 2xartanh/x + x* ;21 x 2
1-(Vx) 2
3/2 1

=2x artanh\/;+x——
2 1—x
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Luc Tremblay College Mérici, Québec

3.17
J (arsech (x2 )

ol :d(x +4) arsechx2+(x2+4) l—d(arsec ! )
dx dx dx

: 2
:—(x2 +4)_2Marsechx2+(x2+4)_l -1 d(x )

-1

=—(«? +4)72 2xarsech x” +(x? "‘4)71 —T— |

_ 2xarsech x* N -2x
(x2 +4)2 (x2 —4)x2\/1—x4
_ 2x [ arsech x* 1
4l 4 21—

3.18 Au minimum, la dérivée de la fonction est nulle. On a donc
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d(8coshx—sinhx)
dx
8sinh x—coshx=0

8sinh x = cosh x
tanh x =1

tanh x = l
8

x = artanh l
8

x=0,1257

La valeur minimale de la fonction est alors
8cosh (0,1257)—sinh (0,1257) =7,9373

Il faudrait alors s’assurer que c’est un minimum. Si ¢’est un minimum, la 2° dérivée
de la fonction doit étre positive. La deuxieme dérivée est

d*(8coshx—sinhx) d(8sinhx—cosh x)

dx* dx
=8cosh x—sinh x

La valeur de la deuxieme dérivée est donc
8cosh (0,1257) —sinh (0,1257) =7,9373

Comme le résultat est positif, il s’agit bel et bien d’'un minimum.

3.19 on pose

u=2x
du =2dx

On a alors
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I ! dxzj. ! dx

—lJ‘;de
27 49+ (2x)’
—lj;du
2° 49+

=larsinh “ +C
2 7
=larsinh E +C
2 7
3.20 On pose
u=2x
du =2dx
On a alors
1 1
Il . _ 1 zdx
081—4x 081 (2x)
=l 1 ! 22dx
2%081—(2x)
=l | 2a’u
290 81—u

=0,01256

Notez qu’on prend 1’artanh comme réponse de I’intégrale puisque les valeurs entre les
bornes sont inférieures a 9 (qui est la valeur de a).

3.21 on pose
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u=2x
du =2dx

On a alors

6 1 6 1
J‘ sdx=| ————dx
sBlar B 8I-(20)
e,
255 31— (2x)
12 1

:E 10 81 —y? du

12
=l larcoth(ﬁ
219 9) 1,
= iarcoth 2 —iarcoth E
18 9 18 9
= iartanh 2 —iartanh 2
18 12) 18 10

=0,05405-0,08179
=-0,02774

Notez qu’on prend 1’arcoth comme réponse de I’intégrale puisque les valeurs entre les
bornes sont supérieures a 9 (qui est la valeur de a).

3.22 on pose

u=e"

du=e"dx

On a alors
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3.23 on pose

On a alors

3.24 on pose

On a alors

Version 2025
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e’ B 1 .
Iﬂd’“j (') —25 e
e
_I\/u2—25 e

1
el

= arcosh (E] +C
5
= arcosh (e_j +C
5
u=x’
du = 2xdx

:lj;

2xdx

:lj';du
2° uN4—-u?

=l —larsech “ +C
20 2 2

=—larsech{
4
u=x+1

du =dx

2
x—j+C
2
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1

[ i
x +2x+10 \/x +2x+1+49
. —,
(x+1) +9
= arsinh j +C
= arsinh j
3.25 On pose
u=x+1
du =dx
On a alors
o[ —L
0 J9x? +12x+5 0 Jox? +12x+4+1

1 1
:j—dx
*J(Bx+2) +1

1 1
=—| ————==3dx
3"‘01/(3x+2)2+1
:lr ! du
32 Ju? +1
:%[arsinh(u)]z

:%(arsinh(S)—arSinh(z))

=0,2896

3.26 Premieére preuve

Version 2025 2-Les fonctions hyperboliques 28



Luc Tremblay

On pose maintenant

On a alors

Deuxieme preuve

On pose maintenant

On a alors

Version 2025
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dx

J.sec xdx = I cols
X

_ [ cosx

dx

COS X
COS X
S

1—sin” x

u=sinx

du = cos xdx

=artanhu +C
=artanh (sinx)+C

dx

Icscxdx:_[ ,1

sSin x

sin x
= dx

sm X
J’ sin x

1- cosx

u=Ccosx

du = —sin xdx
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1-u
=—artanhu+C
= —artanh (cos x)+ C

3.27 La position de I’objet sur la ligne est (5, 0). La distance entre I’objet et 1’origine
est donc

d=.5+y"

Puisque la vitesse est proportionnelle a la distance entre I’objet et 1’origine, on a

N

Puisqu’on sait que la vitesse est de 2 m/s quand I’objet est a (5 m, 0), on a

La vitesse est donc

Pour trouver la position, on utilise
dy . - .
V= o (puisque I’objet se déplace en y)
t

On a alors

b_2

5m)’ + y2
o s V) Y

Il ne reste qu’a résoudre cette équation pour trouver la position en y
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(Sm)2 + y2 Ss

arsinhL=£~t+C
Sm Ss

On peut trouver la constante puisqu’on sait qu’a t = 0, ’objet est a y = 0. On a alors

arsinho—m :£-0s+C
S5m 5s
Cc=0
La position est donc
arsinhl = £~t
Sm 5s

2 —sinh (3 . tj

Sm Ss

y :5m-sinh(£-tj
Ss

A t=5s, laposition en y de I’objet est donc

y =5m-sinh (3 : SSJ
Ss

y=18,134m

La position est donc (5 m, 18,134 m).
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